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Redes neuronales para grafos en variedades pseudo-riemannianas
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Resumen

Este trabajo se centra en la familiarizacién con las redes neuronales para grafos, prestando
especial atencién a las redes neuronales de convolucién para grafos en variedades pseudo-
riemannianas.

El aprendizaje de datos estructurados en forma de grafos es una de las dreas mas impor-
tantes del aprendizaje automatico. Las redes neuronales convolucionales para grafos se han
consolidado como las técnicas estdndar en este campo. Sin embargo, tienen una limitacién:
el espacio de caracteristicas considerado es normalmente el espacio euclideo. Este espacio
no es el mas adecuado para representar estructuras mas complejas, como arboles o ciclos en
los grafos, que podrian representarse de manera méas apropiada en variedades hiperbdlicas
o esféricas.

En este contexto, surgen como solucién las redes pseudo-hiperbélicas neuronales con-
volucionales (QGCN). Estas redes trabajan con los pseudo-hiperboloides, una familia de
subvariedades pseudo-riemannianas. Las variedades pseudo-riemannianas son variedades
diferenciables equipadas con una métrica pseudo-riemanniana. No obstante, estas redes
se enfrentan a un nuevo desafio: los pseudo-hiperboloides no son geodésicamente cone-
xos, lo que significa que existen pares de puntos que no pueden ser conectados por una
geodésica. Esto se solucionard mediante el uso de la aplicacién exponencial, que permite
proyectar vectores del espacio tangente de un punto de la variedad a un punto de la variedad.

El objetivo principal de este trabajo es comprender los conceptos tras las redes pseudo-
hiperbdlicas neuronales convolucionales para grafos. Para conseguirlo, estudiaremos las re-
des neuronales, las redes neuronales convolucionales y sus extensiones para grafos. Ademas,
veremos los fundamentos matematicos de las variedades pseudo-riemannianas, en particular
de los pseudo-hiperboloides. De esta familia estudiaremos sus propiedades, calcularemos
sus geodésicas y aplicacién exponencial. Adicionalmente, investigaremos los conceptos de
completitud geodésica y conectividad geodésica, destacando su equivalencia dnicamente en
variedades riemannianas. También, se exploraran dos métodos de optimizacién ttiles para
la geometria pseudo-riemanniana.

Finalmente, realizaremos experimentos para probar las distintas aplicaciones de estos mo-
delos y el potencial de QGCN para representar datos del mundo real. Los resultados son
esperanzadores, en la mayoria de los datos y tareas, se obtiene el mejor resultado con el
modelo QGCN. Sin embargo, todavia existen diversas lineas de investigacién posibles, como
la aplicacién de estos modelos a otras tareas computacionales o la mejora de los métodos de
optimizacion.



En resumen, este trabajo muestra la relacién entre la Ingenieria Informatica y las Matema-
ticas y destaca como ambos campos pueden beneficiarse mutuamente.
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Abstract

This undergraduate thesis focuses on the study and understanding of graph neural net-
works, with a special emphasis on pseudo-riemannian graph convolutional networks.

Learning from graph-structured data is one of the main areas of investigation in deep
learning. Graph convolutional neural networks (GCNs) have established themselves as the
main framework in this area. However, they have a significant limitation: the feature space is
usually the Euclidean space. This space fails to represent more complex structures such as
tree-like graphs or graphs with cycles, which are more suitably represented by hyperbolic
and spherical manifolds, respectively.

In this context, pseudo-hyperbolic graph convolutional networks (QGCN) emerge as a
solution. These networks work with pseudo-hyperboloids, a family of pseudo-riemannian
submanifolds. Pseudo-riemannian manifolds are differentiable manifolds equipped with
a pseudo-riemannian metric. Nevertheless, this innovative network rises a new challenge:
pseudo-hyperboloids are geodesically disconnected, meaning there exist pairs of points in
the manifold which cannot be connected by a geodesic. The solution to this is the use of the
expontial map, which projects a vector in the tangent space of a point on the manifold to a
point on the manifold.

The main objective of this work is to understand the concepts behind pseudo-hyperbolic
graph convolutional networks. To achieve this, we will embark on a comprehensive study of
neural networks, including both the foundational principles and advanced methodologies.
This will include an in-depth exploration of convolutional neural networks (CNNs) and
graph neural networks (GNNs). We will explain their operations, detail the learning process
they employ and discuss the most common arquitectures used in practice.

Next, we will present the mathematical fundamentals of pseudo-riemannian manifolds,
specifically pseudo-hyperboloids. We will look into their properties, their geodesics and ex-
ponential maps. In addition, we will investigate the concepts of geodesic completeness and
geodesic connectedness, noting that they are equivalent only in riemannian manifolds. This
distinction is crucial for understanding the unique challenges posed by pseudo-riemannian
manifolds. Moreover, we will examine a couple of optimization methods in pseudo-riemannian
geometry, discussing their theory as well as their implementations.

Finally, we will conduct experiments to demonstrate the different applications of these
models and the potential of QGCN to represent real-world data. The results of the experi-
ments are encouraging, in most datasets and tasks, the best result is achieved with the QGCN
model. However, there is still substantial future work, such as applying these models to other
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computational tasks and improving optimization methods, among others.

This project illustrates the close relationship between Computer Science and Mathematics
and highlights how these fields can mutually benefit from each other.
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Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo contextualizar, describir y estructurar el trabajo realizado,
ademas de indicar los objetivos perseguidos y las principales fuentes consultadas.

En primer lugar, se presentard la contextualizacién, donde se explicaran los anteceden-
tes importantes para el desarrollo de este trabajo. Seguidamente, se describira el trabajo
realizado y se detallard la estructura del documento. También se citardn las principales fuen-
tes consultadas y se enumeraran los objetivos establecidos. Para finalizar, se realizard una
planificacién y una estimacion de costes del proyecto.

1. Contextualizacion

El aprendizaje de datos estructurados en forma de grafos es una de las dreas mas importantes
en el d&mbito del aprendizaje automatico. Las redes neuronales convolucionales para grafos
(GCNis) se han establecido como técnicas potentes en este campo, ya que aprovechan tanto
la estructura del grafo como las caracteristicas de sus nodos. Sin embargo, generalmente los
grafos se estudian en el espacio euclideo, lo que limita la capacidad de representacién de
estas redes, especialmente en grafos con estructuras mas complejas, como &drboles o ciclos,
que podrian representarse de manera mds adecuada en variedades hiperbélicas o esféricas,
respectivamente.

Las topologias de los grafos de la vida real normalmente exhiben una estructura topolégica
muy heterogénea, la cual estd mejor representada con otras estructuras geométricas distintas
al espacio euclideo. En este contexto, surgen las redes neuronales convolucionales para grafos
en variedades pseudo-riemannianas. Estas variedades, equipadas con una métrica indefinida,
generalizan otras variedades como la hiperbdlica y la esférica.

No obstante, trabajar con este tipo de variedades presenta un desafio significativo: la au-
sencia de herramientas geodésicas adecuadas para extender las operaciones de las redes
neuronales a la geometria pseudo-riemanniana. El problema radica principalmente en la no
conectividad geodésica, es decir, la existencia de puntos que no pueden ser conectados por
una geodésica.

La base de la solucién que aparece, es la aplicacién exponencial, que permite proyectar
un vector del espacio tangente en un punto a un punto de la variedad. A partir de esta
aplicacion y otras herramientas, se pueden definir métodos de optimizacién para variedades
pseudo-riemannianas, permitiendo asi explotar las propiedades intrinsecas de los grafos de
la vida real.
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Introduccion

2. Descripcion del trabajo

Nuestro trabajo se focalizara en la familiarizacién con las redes neuronales para grafos, con
especial atencion a las redes de convolucién para grafos en variedades pseudo-riemannianas.

En la primera parte del presente trabajo se estudiardn los fundamentos informaticos de
las redes neuronales para grafos. Se recordaran en primer lugar conceptos bdsicos sobre
redes neuronales y redes neuronales convolucionales. Mds tarde, se introducirdn las redes
neuronales para grafos, explicando sus operaciones especificas, el proceso de aprendizaje y
las arquitecturas mds extendidas. Para terminar este bloque, se explicara la arquitectura de
la red pseudo-hiperbélica convolucional para grafos (QGCN), una red neuronal para grafos
en variedades pseudo-riemannianas.

En la siguiente parte, se abordaran los fundamentos matematicos de las variedades pseudo-
riemannianas. Este estudio incluiré las geodésicas, la aplicacion exponencial y la diferencia
entre completitud y conectividad geodésica. Se aplicardn estos conceptos al estudio de los
pseudo-hiperboloides, una familia de subvariedades pseudo-riemannianas que juega un pa-
pel fundamental en la técnica de aprendizaje de las redes neuronales convoluciones para
variedades pseudo-riemannianas.

En la tercera parte, se realizaran experimentos con el c6digo de diferentes redes neuronales
para grafos, incluyendo QGCN, proporcionando ejemplos que ilustren la capacidad de estos
modelos.

3. Estructura del trabajo y bibliografia fundamental

En esta seccion comentaremos la estructura que sigue este trabajo. Disponemos de tres partes
diferenciadas, cada una de ellas estructurada en capitulos.

1. El primer bloque se estructura en 3 capitulos. El capitulo 1 nos recordaré los fundamen-
tos de redes neuronales y redes neuronales convolucionales. En el capitulo 2 se expon-
drén las definiciones y propiedades de los grafos. Esta parte finalizara con el capitulo
3, que se centra en introducir las redes neuronales para grafos. Se comentard breve-
mente su origen y las distintas operaciones especificas para este tipo de red. Ademés,
se estudiaran las arquitecturas mds comunes, junto con las redes pseudo-hiperbélicas
convolucionales para grafos. Las principales referencias consultadas para esta parte
han sido [MT21, SAV20], para el capitulo 3 también se han revisado [LS21, XZP*t22al.

2. El segundo bloque consta de 6 capitulos. El capitulo 4 recordara los conceptos necesa-
rios para comprender las variedades pseudo-riemannianas, estudiadas en el capitulo
siguiente. En el capitulo 5 se estudiardn sus propiedades, curvatura y geodésicas. En el
capitulo 6 se realizard un estudio completo de los pseudo-hiperboloides. Los capitulos
7y 8 se centraran en discutir los conceptos de distancia en variedades, y de completitud
y conectividad geodésica, respectivamente. En el tltimo capitulo de esta parte discuti-
remos dos métodos de optimizacién para los pseudo-hiperboloides. En el desarrollo
de esta parte se ha recurrido a las siguientes referencias clave: [O’'N83, KS24a, VC10].

3. El tercer bloque se divide en dos capitulos. En el primero de ellos se muestran todos
los detalles de los experimentos realizados, asi como las herramientas utilizadas y
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4. Objetivos del trabajo

el cédigo implementado. En el capitulo 11 se veran los resultados obtenidos en la
experimentacién. Finalmente, se expondrén las conclusiones obtenidas de este trabajo
y se destacardn algunas lineas de trabajo futuro.

4. Obijetivos del trabajo

En este capitulo se enumerardn y describirdn los objetivos principales de este trabajo, especi-
ficando en qué parte del documento se encuentran detallados.

1. Informatica: El objetivo principal es describir los fundamentos de las redes neuronales
para grafos, con el particular estudio de la red pseudo-hiperbélica convolucional para
grafos, y desarrollar experimentos que ilustren la capacidad de estas técnicas para
resolver problemas de aprendizaje con grafos.

a) Recordar todos los conceptos fundamentales sobre las redes neuronales y las CNN.
Capitulo 1.

b) Estudiar los fundamentos informadticos de las redes neuronales para grafos, donde
se incluye las operaciones de agregacién de informacién, un estudio del apren-
dizaje de estos modelos para distintas tareas y las arquitecturas mds comunes.
Capitulo 3.

c) Estudiar la red pseudo-hiperbélica neuronal convolucional para grafos, las ca-

pas que la componen, su proceso completo y el optimizador RiemannianAdam.
Seccién 3.6.

d) Llevar a cabo experimentos ilustrativos que muestren la aplicacién de estas re-
des neuronales en problemas de clasificacién de nodos y prediccién de enlaces.
Parte III.

2. Matemiaticas: El objetivo principal es estudiar los conceptos esenciales sobre variedades
pseudo-riemannianas, para describir de forma rigurosa los fundamentos matematicos
de las redes neuronales que operan sobre grafos en este tipo de variedades.

a) Recordar los conceptos necesarios para poder definir las variedades pseudo-riemannianas.
Capitulo 4.

b) Estudiar en profundidad las variedades pseudo-riemannianas, dando las defini-
ciones de tensor de curvatura, geodésicas y aplicacion exponencial, entre otros.
Capitulo 5.

c) Aplicar lo anterior al estudio detallado de los pseudo-hiperboloides, familia de
subvariedades del espacio RY con una métrica pseudo-riemanniana. Capitulo 6.

d) Estudiar los métodos de optimizaciéon en geometria pseudo-riemanniana. Capitu-
lo 9.

5. Planificacion y estimacion de costes

5.1. Planificacion

Se enumeran las cuatro etapas que conforman la planificacién:
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Introduccion

1. Estudio inicial del problema: Esta tarea consiste en revisar toda la documentacién
y bibliograffa necesaria, con el objetivo de alcanzar una primera toma de contacto
sobre las dos ramas principales de este proyecto: por un lado, las redes neuronales
para grafos, leyendo referencias clave como [GBC16] y [MT21]; y por otro lado las
variedades pseudo-riemannianas, revisando los apuntes [KS24a].

2. Investigacién: Tras una toma de contacto de los temas, en esta etapa nos encarga-
mos de investigar a fondo la bibliografia. Primero, se desarrollaran los preliminares
matemadticos para entender la teoria de las variedades, en particular, las variedades
pseudo-riemannianas. Mds tarde, se procederd con la parte informadtica, introduciendo
los fundamentos de aprendizaje profundo y de grafos. Posteriormente, se estudiaran
las particularidades de los pseudo-hiperboloides y las propiedades de las geodési-
cas y aplicacién exponencial. Esta etapa finalizard con una investigacion de las redes
neuronales para grafos y de la arquitectura QGCN.

3. Experimentacién: Se pondran en practica los modelos estudiados y se compararén los
resultados, prestando especial detalle al modelo QGCN.

4. Revisiones finales: En esta tltima etapa se realizardn los tltimos cambios y retoques
sobre todo el trabajo.

Debido al alto volumen de trabajo durante el curso académico y a que las bases del trabajo
eran nuevas para mi, el desarrollo de este comenz6 en el verano de 2023. Mostramos en la
siguiente imagen la planificacién inicial de las distintas etapas del proyecto:

Etapa Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

Estudio inicial

Tnvestigacion I
Experimentacion |
Revisiones finales

Figura 1.: Planificacién inicial de las etapas del trabajo.

No obstante, se tuvo que invertir un mayor tiempo en la fase de investigaciéon, como
consecuencia, la planificacién inicial sufri6 unos leves cambios. Ademads, se comenz6 la etapa
de experimentacién a finales de enero, con motivo de obtener retroalimentacion de los tutores
y revisar la etapa de investigacion:

Etapa Agosto i Octubre Noviembre Diciembry Enero Febrero Marzo Abril Mayo | Junio Julio
Estudio inicial

Investigacion | \

Experimentacién \_J l

Revisiones finales

Figura 2.: Planificacién final de las etapas del trabajo.

5.2. Estimacion de costes

Se estiman que se han invertido aproximadamente 10 horas semanales desde el comienzo
del desarrollo de este trabajo, siendo un total de 400 horas. Realizamos la estimacién de
coste teniendo en cuenta el sueldo promedio para un cientifico de datos sin experiencia
en Espafia, que es 27.250€ al afio, es decir, 13,10 €/hora. Por lo que teniendo en cuenta
las horas invertidas, el coste seria de 5.240€. Ademads, debemos tener en cuenta los costes
de los recursos y herramientas utilizadas, como consumo eléctrico, conexién a internet y

XVI
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la suscripcién a Google Colab Pro. El desglose total del presupuesto de este proyecto se
encuentra en la Tabla 1.

Recurso Coste (€)
Personal 5.240
Google Colab Pro 25
Consumo eléctrico 100
Conexidn a internet 200
Total 5.565

Tabla 1.: Desglose del presupuesto del trabajo.
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1. Fundamentos de aprendizaje profundo

Este capitulo describird los conceptos fundamentales del aprendizaje profundo (deep learning)
que nos serdn de gran utilidad para la comprensién de conceptos mds avanzados como las
redes neuronales para grafos. Las definiciones y resultados expuestos en este capitulo se han
visto en las asignaturas cursadas a lo largo de mi formacién y ademads se basan en referencias
clave como [MT21, GBC16, SAV20].

1.1. Redes neuronales

En esta seccién, comenzaremos con una breve introduccién a las redes neuronales, exploran-
do su arquitectura basica, algunas de las funciones de activacién mds conocidas que permiten
introducir relaciones no lineales en la red, y comentaremos los diferentes tipos de salida y
funciones de pérdida para la evaluacién y ajuste de los modelos.

Las redes neuronales de propagacién hacia delante, también llamadas redes neuronales
feedforward, o perceptrones multicapa (MLPs), son los modelos de aprendizaje profundo por
excelencia. Su objetivo es aproximar una funcién f* definiendo una funcién f(x;6) a la que
se aplica un proceso de optimizacién. Este proceso le permite aprender el valor de los para-
metros 6 que consiguen la mejor aproximacién de la funcién f*.

En las redes feedforward, la informacién x fluye desde la entrada, pasando por célculos
intermedios, hasta llegar finalmente a la salida y. Se consideran redes porque f se obtiene
como la composicién de varias funciones. Por ejemplo, la red de la Figura 1.1 tiene cuatro
funciones f(1), f2), f3), £(4) conectadas en cadena y f(x) = 4 (O (f@ (1 (x)))). En este
caso, f(1) es la primera capa de la red, f(?) la segunda capa, f®) es la tercera y la capa final
f® es la capa de salida. La longitud total de la cadena determina la profundidad del modelo.

Se llaman neuronales porque estan inspiradas en la neurociencia. La operacién en un
nodo se asemeja a lo que ocurre en una neurona en el cerebro, la cual recibe y transforma
informacién proveniente de muchos otros nodos y luego la pasa a través de una funcién de
activacién, que determina hasta qué punto la informacién puede pasar al siguiente paso.

1.1.1.  Arquitectura

En una red neuronal feedforward totalmente conectada, un nodo en una capa estd conectado
a todos los nodos de las capas anterior y siguiente. Ahora, introduciremos los detalles de
la computacion necesaria en una red. La neurona, la unidad bésica de procesamiento, se
encargard de realizar una combinacién lineal de las entradas con los pesos suméndole un
valor de sesgo y, a continuacién, aplicard una transformacién no lineal en este resultado.

En adelante, utilizaremos la siguiente notacién para una neurona: x es el vector con los
valores de entrada, w es el vector de pesos, b el valor del sesgo y () es una funcién de
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Figura 1.1.: Un ejemplo de redes de propagacién hacia delant. Imagen obtenida de [MT21].

activacion. Ilustramos estas conexiones entre los nodos de una capa y un nodo arbitrario de
la capa siguiente en la Figura 1.2.

Figura 1.2.: Operaciones en un nodo. Imagen obtenida de [MT21].

Vamos a generalizar la operacion a una capa oculta arbitraria. Asumiendo que en la capa
k-ésima tenemos N¥) nodos y la salida la representamos con h®). Entonces, para calcular
h* V) en la capa (k + 1)-ésima:

hE+D = g (b®) + WR®K),
(k)

k k . .
donde W) ¢ RN""VxN® o5 y1na matriz conteniendo todos los pesos, W; denota el peso

correspondendiente a la conexién entre hgk) y h](kﬂ), b®) consiste en todos los términos de

(k) (k+1)

sesgo, siendo b j el sesgo para calcular h e Usando que f**1) representa la operacion

de la capa (k+ 1) en la red, tendremos:

f(k+1) (h(k)) — h(kJrl).



1.1. Redes neuronales

1.1.2. Funciones de activacion

Las funciones de activacién introducen la no-linearidad en la red neuronal, lo que mejorara
su capacidad de aproximacién. Veamos las funciones mas comunes.

1.1.2.1. Rectificador

Los rectificadores son las funciones de activaciéon mas utilizadas. Su funcionamiento consiste
en no realizar ninguna operacién para las entradas positivas o nulas y devolver cero cuando
la entrada es negativa:

ReLU(z) = max{0, z}.

En cada capa, solo unas pocas unidades son activadas, lo que asegura eficiencia computacio-
nal. Por otro lado, una desventaja es que su gradiente es 0 en la mitad negativa del dominio.
Existen algunas modificaciones de ReLU para superar este inconveniente.

LeakyReLU introduce una pendiente pequefia en los valores negativos, normalmente se
asigna un valor entre 0.01 y 0.2. Matematicamente se expresa:

Y-z siz <0,

LeakyReLU, (z) =
caryre 7() {z siz >0,

ELU utiliza una transformacion exponencial para los valores negativos:

c-exp(z) —1 siz<0

ELU(z) = {

z siz >0,

donde c es una constante positiva que controla la pendiente de la funcién exponencial.

1.1.2.2. Sigmoide logistico y tangente hiperbélico
La funcién de activacion sigmoide se puede representar matemédticamente como sigue:

1

ETTee)

La imagen de esta funcién estd acotada entre 0 y 1. Cuanto mds negativa es la entrada, mas
cerca de 0 se encuentra la salida y cuanto mds positiva es, mas cerca de 1.

Por otro lado, la funcién de activacién de tangente hiperbdlico estd relacionada con la
sigmoide:
- 2
~ 1+exp(—2z)

Las salidas de esta funcién estdn entre —1 y 1.

tanh(z) —1=2-0(22) - 1.

1.1.2.3. Softmax

La funcién softmax es una funcién de activaciéon que generaliza la sigmoide a multiples
clases. Normaliza la salida de la red tal que cada prediccién corresponde a la probabilidad
de que la entrada corresponda a esa clase.
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Figura 1.3.: Distintas funciones de activacién
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1.1.3. Salida y funcion de pérdida

La eleccién de la capa de salida y de la funcién de pérdida depende especificamente del tipo
de problema a abordar. A continuacién, describimos las configuraciones mas comunes para
diferentes tipos de problemas.

En problemas de regresién, se requieren salidas de valores continuos. Esto se logra comtn-
mente mediante una capa lineal sin activacién no lineal. Dadas las caracteristicas de la capa
previa h€ R%n, una capa lineal serfa:

§=Wh+b, §eR%,
donde W € R%u*din y b € R% son los pardmetros a aprender.

Existen numerosas funciones de pérdida, la mdas extendida es el error cuadratico medio,
que mide la diferencia entre el valor predicho ¥ y el actual y de la siguiente manera:

Iy, 9)=(y—9)*

Para problemas de clasificacién con n clases, consideramos que cada clase se corresponde
con un ntimero entero de 0 a n — 1. Representamos la clase objetivo mediante un vector
y € {0,1}", donde el valor 1 en la posicion i indica la pertenencia de la muestra a la clase i.
La transformacion de las caracteristicas de entrada h en un vector n-dimensional se realiza a
través de una capa lineal:

z=Wh-+Db,



1.2. Redes neuronales convolucionales

con W € R"*¥in y b € R". Seguidamente, podemos aplicar la funcién softmax para normali-
zar z en una distribucién de probabilidad discreta sobre las clases:

y; = softmax(z); ,

donde ¥, indica la probabilidad de que la entrada sea predicha con la clase i — 1. Una entrada
se predecird que pertenece a la clase i — 1 si ¥, es el valor més grande de todas las salidas.
Con la prediccién y podemos emplear la pérdida de entropia cruzada (cross-entropy loss) para
medir la diferencia entre el valor real y la prediccién:

1(y,¥) Z ylog(§;)-

=

1.2. Redes neuronales convolucionales

Introducidas por Kunihiko Fukushima en 1980 [Fuk8o] y aplicadas al reconocimiento de imé-
genes por primera vez por LeCun en 1989 [LBD "89], las redes neuronales convolucionales
(CNNSs) constituyen una categoria especializada de redes neuronales ideadas para el procesa-
miento de datos organizados en forma de cuadricula, tipicamente imagenes. La caracteristica
distintiva de las CNNss es la utilizacién de una operacién matematica llamada convolucién, en
lugar de la simple multiplicacién de matrices presente en las redes previamente presentadas.
Esta operacién se realiza en las llamadas capas convolucionales. Adicionalmente, las CNNs
incorporan capas de pooling, las cuales tienen el propésito de reducir la dimensionalidad
de los datos procesados, condensando la informacién de neuronas cercanas. En esta seccién,
introduciremos tanto la operaciéon de convolucién como el concepto y funcién de las capas
de pooling.

1.2.1. Convolucion

La convolucién, representada por un asterisco, es una operacion matemaética que se define
de la siguiente manera:

s(t) = (frw)(t) = [ flow(t—o)dr.

El primer argumento f hace referencia a la entrada de la red, el segundo argumento w es
el kernel o el filtro, y s es el resultado denominado mapa de caracteristicas. Para secuencias
discretas, donde f y w son funciones de valores enteros, la convolucién se expresa como:

s(t) = (fxw)(t Z f(@w(t - ).

T=—00

En el caso de redes neuronales, t se puede considerar como los indices de las unidades
en la capa de entrada. Las capas convolucionales aplican el kernel w sobre la entrada f,
desplazandolo a lo largo de ella para generar el mapa de caracteristicas.

Veamos un ejemplo de como funcionarfa una capa convolucional.

Ejemplo 1.1. La Figura 1.4 muestra un ejemplo de una capa convolucional, donde la entrada
y la salida tienen igual tamafio. Para conseguir mantenerlo, esto se logra aplicando un relleno
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(padding) a la entrada con dos unidades adicionales con valor 0, conocido como zero-padding,
para compensar el desplazamiento del kernel.

Figura 1.4.: Ejemplo de una capa convolucional. Imagen obtenida de [MT21].

Cuando tratamos con datos con mds de una dimensién, como por ejemplo imégenes,
la convolucién se puede generalizar. Por ejemplo, para una imagen 2-dimensional I, la
operacioén se puede llevar a cabo con un kernel K 2-dimensional:

i+n  ytn

S(i,j) =K@ j)= ), Y} IryKi-7j-17).

T=i—nj=y—n
Las capas convolucionales exhiben tres propiedades clave:

= Conexiones dispersas (sparse connections): Cada unidad de salida estd conectada solo
a una regién pequena de la entrada.

s Comparticién de pardmetros (parameter sharing): El mismo kernel se aplica a toda la
entrada, reduciendo la cantidad de pardmetros.

= Representacion equivariable (equivariant representation): La convoluciéon garantiza
que si la entrada se desplaza, la salida también se desplazard de manera correspondien-
te.

1.2.2. Pooling

Tras una capa convolucional y la subsiguiente activacién no lineal, a menudo se incorpora
una capa de agregacion, o como se denomina habitualmente, pooling. Su funcién principal es
reducir la dimensionalidad de los mapas de caracteristicas, lo cual disminuye la cantidad de
pardmetros y calculos necesarios en la red. La operacién de pooling resume la informacién
mediante una funcién de agregacién especifica.

Existen varios tipos de pooling, pero los méds comunes son el pooling méximo (max pooling)
y el pooling promedio (average pooling):

= Max Pooling: Selecciona el valor méximo de los elementos dentro del drea definida
por el tamafio de la ventana de pooling. Esta técnica es efectiva para preservar las
caracteristicas mds destacadas dentro de la ventana de pooling.

= Average Pooling: Calcula el promedio de los elementos dentro del 4rea de la ventana
de pooling. Esta forma de pooling tiende a suavizar las caracteristicas, siendo ttil en
ciertos contextos donde se desea evitar la dominancia de valores extremos.
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Max Pooling Average Pooling
20 | 15 | 28 | 184 31 | 15 | 28 | 184
0 100 | 70 | 38 1] 100 | 70 38
12 152 7 2 B || ri 2
12 | 12 | 45 6 12 | 12 | 45 ]
2x2 2x2
pool size pool size
Y i
100 | 184 36 | 80
12 | 45 12 | 158

Figura 1.5.: Ejemplo de Max Pooling y Average Pooling. Imagen obtenida de [YIS19].

Ademads de max y average pooling, existen variantes como el pooling global, donde se
realiza el pooling sobre toda la extensién de cada mapa de caracteristicas, produciendo un
tnico valor por mapa. Esto es particularmente 1til para reducir drasticamente las dimensio-
nes antes de una capa completamente conectada, permitiendo que la red se ajuste a tamafios
de entrada variables.

1.3. Entrenamiento de redes neuronales profundas

En esta seccion, describiremos el proceso de entrenamiento de las redes neuronales pro-
fundas, enfocandonos en el descenso del gradiente y en el algoritmo de retropropagacién
(backpropagation), el cual es fundamental para calcular los gradientes de los parametros de las
redes.

1.3.1. Descenso del gradiente

El entrenamiento de modelos de aprendizaje profundo implica minimizar una funcién de
pérdida £ con respecto a los pardmetros del modelo. La funcién de pérdida, denotada como
L(W), donde W representa el conjunto de todos los pardmetros a optimizar, evaltia qué tan
bien el modelo estd realizando la tarea deseada.

El descenso del gradiente es un algoritmo de optimizacién iterativo de primer orden
que busca minimizar £. En cada iteracién, actualiza los pardmetros W moviéndolos en la
direccion opuesta al gradiente de la funcién de pérdida con respecto a W:

W =W —7.-VwL(W),

donde VwL(W) es el gradiente de la funcion de pérdida con respecto a los parametros, y
1 es la tasa de aprendizaje, un escalar positivo que determina el tamafio del paso hacia la
direccién de descenso.
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La funcién de pérdida generalmente es una suma de penalizaciones sobre un conjunto de
muestras de entrenamiento:

Ns
LW) =) Li(W),
i=1
con L;(W) la pérdida de la muestra i-ésima y N; el niimero de muestras.

Una variante popular para el calculo del gradiente es el descenso del gradiente por mini
lotes, que utiliza un subconjunto aleatorio de muestras para estimar el gradiente.

1.3.2. Backpropagation

El algoritmo de retropropagacién es esencial para el entrenamiento de redes neuronales,
permitiendo calcular eficientemente los gradientes de la funcién de pérdida con respecto a
los pardmetros de la red mediante el uso de programacién dindmica. Este proceso se divide
en dos fases principales:

1. Fase de propagacién hacia adelante (Forward Phase): Durante esta etapa, los datos de
entrada se procesan secuencialmente a través de las capas de la red. Esta fase termina
con la produccién de la salida final de la red, que se utiliza para calcular la funcién de
pérdida.

2. Fase de retropropagacion (Backward Phase): El objetivo de esta fase es calcular los
gradientes de la funcién de pérdida con respecto a cada uno de los pardmetros, lo cual
se logra aplicando la regla de la cadena. Este proceso se inicia en la capa de salida y
procede en direccién inversa a través de las capas, calculando el gradiente de la funcién
de pérdida con respecto a los parametros de cada capa.

Vamos a detallar el paso hacia detrds. Durante la fase de retropropagacién, para cada capa
I desde la salida hasta la entrada, calculamos el gradiente de la funcién de pérdida £ con
respecto a los pesos W) y los sesgos b(") de dicha capa. Utilizando la regla de la cadena,
determinamos cémo afectan pequefios cambios en estos pardmetros al error total, permitien-
do asi su ajuste 6ptimo en pasos subsecuentes de entrenamiento mediante algoritmos de
optimizacién, como el descenso del gradiente.

W
M

WY
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0
Nk
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fi:ﬁ)&
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Figura 1.6.: Descomposicién de caminos. Imagen obtenida de [MT21].
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En la Figura 1.6, se ilustra una secuencia de neuronas conectadas hO, K1, ..., o0 de distintas
capas donde /' denota una neurona de la capa i-ésima, con h° la capa de entrada y o la salida.
Calculamos la derivada de la funcion de pérdida con respecto a un peso especifico w ;-1 )
utilizando la regla de la cadena como sigue:

S Y Qo Klont | o
[ +1,... bk o] €P onk iy oh

aw(hvfl,hr) o 80 aw(hr—llhr),

donde P es el conjunto de caminos desde i" a 0, y w(;r-1 ) denota el parametro entre 1" -1
oh’
4 E)w( ~1 )

. i+1 .
la primera parte, % . {Z[hr B, ko] €P ahk Hi‘ ,1 ag;ﬂ }, puede ser calculada recursivamente,

y I". La segunda parte de la ecuacién , se puede calcular directamente. Mientras que

veamos cOmo:

do k=1 gpi+l oL 1 opi+1 ahr+1
A 0) = 25 Qo okt oL .
do [hr,hr+1§hk,0] P ahk E oh! 00 [hr,hr+1§hklo] ahk H ahz r

Podemos dividir cualquier camino P € P en dos partes, desde h" hasta /! y la parte
restante desde 1" ! hasta 0. Denotando el conjunto de caminos que comparten la primera
arista (W', hi"+1) como P, 1, cualquier camino de este conjunto se caracteriza por el camino
restante salvo la primera arista. Al conjunto de caminos restantes lo denotamos como P;
Podemos seguir simplificando la ecuacién:

, oL on'+1 do KL onitl
A, 0) = == (h’,h;)egw- [hrﬂ,,__%k,o]epahki_rﬂahi
oh' 1 oL do K1 ant!
:(hf,h;)eé’ on 9o [hr+1,.§l:k,o]e7aam<i—r+1ahi
S
(hr hrthyeg

donde £ es el conjunto de todas las conexiones desde 4" hasta /! en la capa (r + 1)-ésima.
+1 . <2 . .z
Para evaluar %, sean a’*1 los valores de h"*! justo antes de la funcién de activacién «(),
es decir, '*! = a(a’*!). Entonces, usando la regla de la cadena obtenemos:

oL 1 alx(aﬂrl) a[x(aﬂrl) da' 1 1
o = o = Y@ Wy,

con Wy yr+1y €l parametro entre h" y h"*+1. Entonces podemos reescribir A(h",0) como

11
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sigue:
A, 0) = Y & @) w ey - AR o).
(hr,hrJrl)eg
. oh” .
Y finalmente podemos podemos evaluar —
r
oh =a'(a") WL

aw(hr,hw-l)

Estas dos tltimas ecuaciones nos permiten evaluar recursivamente %.
(=)

12



1.3. Entrenamiento de redes neuronales profundas

1.3.3. Sobreentrenamiento

Las redes neuronales profundas tienen una gran capacidad de aprendizaje, lo que las hace
excepcionalmente buenas en la captura de patrones complejos en los datos. Sin embargo,
esta capacidad también puede llevar a que el modelo aprenda demasiado bien los detalles es-
pecificos del conjunto de datos de entrenamiento. Como resultado, el modelo puede fallar al
generalizar su aprendizaje a nuevos datos, un fenémeno conocido como sobreentrenamiento
(overfitting). Para mitigar este problema, se han desarrollado varias técnicas.

La regularizacién de pesos es una técnica que consiste en incluir un término de regula-
rizacién de los pardmetros en la funcién de pérdida. Este término penaliza los valores de
los pesos de la red para mantenerlos pequerios, lo que normalmente implica que el modelo
generalice mejor. Dos de los regularizadores mas comunes son las normas L; y L.

Dropout es una técnica de regularizacion efectiva y simple que, durante el entrenamiento,
aleatoriamente pone a cero la salida de algunas neuronas con una probabilidad predefinida
p. En cada iteracion se determinan aleatoriamente qué neuronas se desactivan, lo que evita
que el modelo dependa demasiado de cualquier conjunto de neuronas. En la préctica, dro-
pout se aplica generalmente después de las capas densamente conectadas dentro de la red.
Ademas, esta técnica se utiliza solamente durante el entrenamiento, a la hora de realizar las
predicciones se utiliza la red completa.

La normalizacién por lotes (Batch Normalization) es una técnica que estabiliza y acelera el
entrenamiento de las redes neuronales al normalizar la entrada de cada capa para que tenga
una media cercana a 0 y una desviacién estdndar cercana a 1. Esto se logra calculando la
media y la varianza de los datos en cada lote y utilizando estos valores para normalizar los
datos antes de pasar a la siguiente capa.

13






2. Fundamentos de grafos

En este capitulo se introducirdn los conceptos esenciales de la teorfa de grafos.
Comenzamos dando la definicién de grafo.

Definicién 2.1. Un grafo se denota por G = (V, £), donde:
» V= {vy,..., 05} representa un conjunto de N nodos.
» £ ={ey,...,epm} denota un conjunto de M aristas.

El conjunto £ describe las conexiones entre los nodos en V. Una arista e € £ conecta dos
nodos distintos v; y v;. Se dice que un nodo v; es adyacente a v; si, y solo si, existe una arista
e entre ellos.

Definicién 2.2. Para un grafo G = (V,£), su matriz de adyacencia se denota por A, donde
A € {0, l}N *N Ta entrada A;j indica la conectividad entre los nodos v; y vj, con A;; = 1 si
v; es adyacente a vj, y A;; = 0 en caso contrario.

Definicién 2.3. En un grafo no dirigido, la relacién de adyacencia es simétrica; es decir, para
cualquier par de nodos v; y vj, si v; es adyacente a vj, entonces v; es adyacente a v;. Esto
implica que la matriz de adyacencia A de un grafo no dirigido es simétrica, cumpliendo que
A;; = A, para todoi,j.

Ejemplo 2.1. Sea V = {v1,0p,03,04,05,06}, € = {e1,ez,€3,64,65,¢5,€7,e3} y la siguiente
matriz de adyacencia:

0 00 001
0 01 011
01 0001
A_000011
010101
111110

Entonces podemos visualizar el grafo como sigue:

Figura 2.1.: Ejemplo de un grafo con 6 nodos y 8 aristas
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2. Fundamentos de grafos

2.1. Medidas

En esta seccién presentaremos las diferentes medidas que caracterizan a los grafos. Estas
medidas nos ayudardn a comprender la estructura de los grafos.

2.1.1. Grado

Definicién 2.4. En un grafo G = (V, £), el grado de un nodo v; € V, denotado como d(v;),
es el ndmero total de aristas que inciden en v;, es decir, el nimero de nodos adyacentes a v;.
El grado puede ser calculado a partir de la matriz de adyacencia A:

d(ZJl') = A

i,jr

M=

1

]
donde N es el niumero total de nodos en el grafo.

Definicién 2.5. El conjunto de vecinos de un nodo v;, representado como N (v;), incluye
todos los nodos que estan directamente conectados a v; por una arista. Por tanto, d(v;) =

|N (v;)].
2.1.2. Conexién

Definicién 2.6. Un camino en un grafo es una sucesion de nodos vy, vy,...,v,4+1 y aristas
e1,€,...,e, , donde cada arista e; conecta el nodo que le precede v; con el nodo siguiente
v;+1. La longitud de un camino es el ndmero de aristas que contiene.

Definicién 2.7. Un recorrido es un camino sin aristas repetidas.

Definicién 2.8. Un camino simple es un camino en el que todos los nodos, excepto posible-
mente el inicial y el final, son distintos entre si.

Definicién 2.9. Un subgrafo G’ = (V/,&’) de un grafo G = (V, &) estd formado por un
subconjunto de nodos V' C V y un subconjunto de aristas £’ C £, donde V' incluye todos
los nodos incidentes en las aristas de &’.

Definicion 2.10. Un subgrafo G’ es una componente conexa de § si para cualquier par de
nodos en V', existe un camino entre ellos en §’, y ningtin nodo en V' es adyacente a algtin
nodoen V\ V'

Definicién 2.11. Un grafo G es conexo si tiene exactamente una componente conexa, lo que
significa que existe un camino entre cualquier par de nodos.

Dado un par de nodos v;, vs € V de un grafo G, denotamos al conjunto de caminos simples
desde el nodo v; al nodo vs como P; ;.

Definicién 2.12. El camino mds corto entre el nodo v; y el nodo v; se define como sigue:
pij = arg min [p|,
! pePij

donde |p| denota la longitud del camino p.
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2.1. Medidas

Definicién 2.13. El didmetro de un grafo G es la mayor longitud entre todos los caminos
mads cortos del grafo,

didmetro(G) = max_ min |p|.
Ui,UjGVPEP,'J

2.1.3. Centralidad

La centralidad de un nodo es una medida de su importancia dentro de la estructura del
grafo. En esta seccién, presentamos diversas métricas de centralidad utilizadas para evaluar
la relevancia de los nodos.

Definicién 2.14. La centralidad de grado de un nodo v;, ¢;(v;), es su grado,

Esta métrica trata a todos los vecinos de un nodo por igual, sin tener en cuenta la importancia
de cada uno.

Definicién 2.15. La centralidad de vector propio de un nodo v; se define como:

ce(vi) = Ajj- Ce(vj),

S,
=

1

]
que se puede reescribir de forma matricial:

1
c.=—-A-c,
e )\ e
donde ¢, € RN es el vector de centralidades y A es el mayor valor propio de A, de acuer-
do al teorema de Perron-Frobenius [Peroy, Froi2]. La eleccién de este A implica que su
correspondiente vector propio, c,, tenga todos sus elementos positivos.

Definicién 2.16. La centralidad de intermediacién cuantifica la frecuencia que un nodo
aparece en los caminos més cortos de otros nodos. Formalmente, se define:

(o) = ), Us't(vi),

1o
Vs £ 0 # 0t sit
donde 05 el numero total de caminos mds cortos de vs a v; y 05+(v;) es el namero de esos
caminos que pasan por v;.
La centralidad de intermediacién se normaliza para permitir comparaciones entre grafos
de diferentes tamaifos, resultando en:

2 Z Ts,t (‘U,‘)
otvito

b (i) = N-D(N_2)

considerando (N_l)zw como el nimero total de pares de nodos en un grafo no dirigido,

que coincide con el méximo posible de esta medida.
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2. Fundamentos de grafos

2.2. Teoria espectral de grafos

La teoria espectral de grafos estudia las propiedades de un grafo en términos de los valores y
vectores propios de matrices asociadas al grafo, como su matriz de adyacencia y Laplaciana.
En esta seccién introducimos la matriz Laplaciana y exploramos algunas de sus propiedades
esenciales.

Definicién 2.17. Dado un grafo G = (V,£), con A su matriz de adyacencia, se define su
matriz Laplaciana L como:

L=D—A,
donde D es la matriz diagonal que contiene los grados de los nodos, D = diag(d(vy),...,d(vN)).

La matriz Laplaciana de grafos no dirigidos es simétrica debido a que tanto D como A lo
son. Sea f un vector cuya componente i-ésima corresponde al nodo v;, la operacién Lf resulta
en un nuevo vector h:

h =Lf = (D — A)f = Df — Af.

Por tanto, el elemento i-ésimo de h es:

N
hi =d(v;) £ =) Ajj-fi=d(v) fi— ) Ay-fi= ) (f—f),
j=1 'UjGN(U,‘) UjGN(Ui)

lo que significa que h; es la suma de las diferencias entre v; y sus vecinos. Calculemos

ahora f'Lf:
=Y & Y (-f)=Y Y (ffi—f-f)=

vi€V  vieN(v;) viEVvieN (v;)

:Z Z (_1 1

1
Efffi—fi-f]‘-i-if]"f]’):fz Z (fi—f]')z.
v; eV v]'EN(‘I),*) v; eV Z)]'EN(U,')

Entonces, fTLf es la suma de las diferencias al cuadrado entre nodos adyacentes. Ademas,
a partir de este resultado deducimos que la matriz Laplaciana es semidefinida positiva.

A continuacién, vamos a ver algunas de las propiedades principales relacionados con los
valores y vectores propios de la Laplaciana.

Teorema 2.1. Los valores propios de la matriz Laplaciana L de un grafo G son no negativos.

Esta propiedad se deriva directamente del hecho de que L es semidefinida positiva.

Para un grafo G con N nodos, hay en total N valores propios, considerando su multipli-
cidad. Es importante sefialar que siempre existe al menos un valor propio igual a cero. Por
ejemplo, el vector u; = 1 (1,...,1) satisface Lu; = 0, lo que indica que es un vector propio

VN
correspondiente al valor propio cero. Por conveniencia, ordenaremos los valores propios en
orden no decreciente 0 < A} < Ay < ... < Ay, v los correspondientes vectores propios

normalizados uy, ..., uy.

Teorema 2.2. La multiplicidad del valor propio cero de la matriz Laplaciana L es igual al niimero de
componentes conexas del grafo G.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [MWAT19, pag. 28].
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2.3. Procesamiento de sefiales en grafos

2.3. Procesamiento de seiales en grafos

El procesamiento de sefiales en grafos extiende las nociones clésicas del procesamiento de
sefales a los datos estructurados en grafos. Esto permite capturar las caracteristicas de los
nodos y la conectividad entre ellos. Una sefal sobre un grafo G = (V, ) consiste en una
funcién f : ¥V — RN*4, donde d es la dimensi6n del vector asociado a cada nodo. Sin pérdida
de generalidad, en esta seccién, asumiremos que d = 1 y denotamos f € RN como la imagen
de f, con f; la componente correspondiente al nodo v;.

Podemos analizar la sefial de grafos tanto en el dominio espacial como en el espectral. La
transformacién entre estos dominios se facilita mediante la transformada de Fourier para
grafos y la transformada inversa. La transformada de Fourier cldsica descompone una sefial
temporal f(f) en componentes de frecuencia mediante el uso de exponenciales complejas
exp(—2mitg), donde ¢ representa la frecuencia:

7(@) = (F(0) exp(~2mite)) = [ f(t) exp(~2mite)t

Andlogamente, se define la transformada de Fourier de Grafos de una sefial f sobre un
grafo G como:

N
fl = <f, ul> = Zfiul,i,
i=1

donde u; ; es la i-ésima componente del /-ésimo vector propio de la matriz Laplaciana L del
grafo. El correspondiente valor propio A; representa un concepto parecido a la frecuencia
en el andlisis espectral clasico. Los vectores propios {u;} forman una base ortogonal que
permite la descomposicién y reconstruccién de sefiales en el dominio espectral.

La transformada de Fourier de Grafos se puede expresar en forma matricial:
f=U'f,

donde U es la matriz que tiene como columnas a los vectores propios u;.

Para recuperar la sefial en el dominio espacial desde su representacién espectral, utilizamos
la transformada inversa de Fourier de Grafos:

f = Ut,

que reconstruye la sefial f a partir de sus coeficientes de Fourier f utilizando la base de
vectores propios U.
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2. Fundamentos de grafos
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Figura 2.2.: Representaciones de la sefial de un grafo en el dominio espacial (izquierda) y en
el dominio espectral (derecha). Imagen obtenida de [MT21].

2.4. Tipos de grafos

En esta seccién, describiremos y daremos ejemplos de los tipos de grafos mds conocidos.

2.4.1. Grafo heterogéneo

Definicién 2.18. Un grafo heterogéneo G consiste en un conjunto V = {vy,...,on} y un
conjunto de aristas £ = {ey,...,ep} donde cada nodo y cada arista estdn asociados a un
tipo especifico.

cita

tieneTitulo p
» Titulo

A

Paper

Autor Afio

Figura 2.3.: Ejemplo de grafo heterogéneo.

2.4.2. Grafo bipartido

Definicién 2.19. Un grafo bipartido G es aquel cuyo conjunto de nodos V se divide en dos
subconjuntos disjuntos V; y V, donde cada lado en £ conecta un nodo en V; con un nodo
en V.

Formalmente, un grafo G es bipartido, siy solosi, V =V, UV,, ViNV, =0y ov,1 €V
mientras que v, € V, para todo e = (0,1, 7,2) € £.
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2.4. Tipos de grafos

Figura 2.4.: Ejemplo de grafo bipartido.

2.4.3. Grafo multidimensional

Definicién 2.20. Un grafo multidimensional consiste en un conjunto de N nodos V y D
conjuntos distintos de lados. Cada conjunto de lados, &, describe el tipo de relacién entre
los nodos en la dimensién d-ésima. Estos D tipos se pueden expresar con D matrices de
adyacencia, cada una correspondiente a una dimensioén.

2.4.4. Grafo signado

Definicién 2.21. Los grafos signados incluyen lados de dos tipos: positivos y negativos.
Dado G = (V,ET,E7), donde V es el conjunto de N nodos mientras que E7,E~ C V x V

denotan los conjuntos de lados positivos y negativos, respectivamente, con ET NE~ = @. la
matriz de adyacencia refleja estas relaciones, donde A;; = 1 cuando existe un lado positivo
entre el nodo v; y el nodo v, y A;; = —1 si el lado es negativo.

' rJ Amistad

.‘. . FI

S -7
Gy L’
Amistad W a“:\? .7
m 'Y No amistad .
o T $
«Q»r 4G“Hp

Figura 2.5.: Ejemplo de grafo signado.

2.4.5. Hipergrafo

Definicién 2.22. Un hipergrafo G = (), £, W) consta de un conjunto de nodos V, un conjunto
de hiperaristas £, y una matriz diagonal de pesos W € RI€I*I¢| donde W, ; denota el peso
de la hiperarista ¢;. A diferencia de los grafos tradicionales, las hiperaristas pueden conectar
mas de dos nodos.
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2. Fundamentos de grafos

@ @ Autor 3
Autor 1 @ @ A\

Figura 2.6.: Ejemplo de hipergrafo. Imagen modificada de [MT21].

2.4.6. Grafo dinamico

Definicién 2.23. En un grafo dindmico G = {V, £} cada nodo y/o lado estd asociado con
un instante de tiempo, que representa el momento en que surgieron.

@ ;)
E . D
a y
\B N /
e :

Figura 2.7.: Ejemplo de grafo dindmico.
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3. Redes neuronales para grafos

Este capitulo estudiard las redes neuronales aplicadas a grafos. Estas técnicas son esenciales
para el andlisis de datos como redes sociales, moléculas quimicas y sistemas de recomenda-
cién. Para el desarrollo de este capitulo he utilizado [MT21] como referencia principal.

Las redes redes neuronales para grafos (GNNs) constituyen un conjunto de técnicas dise-
fiadas para aplicar redes neuronales profundas a datos estructurados en grafos. Las primeras
investigaciones en este campo surgen a comienzos del siglo XXI, cuando surge el primer
modelo inicial propuesto por Gori, Monfardini y Scarselli en 2005, [GMSo5s]. Para tareas
centradas en nodos, las GNNs apuntan a aprender buenas caracteristicas para cada nodo.
Mientras que para tareas centradas en grafos, buscan aprender caracteristicas representativas
del grafo completo.

Introduciremos la notacién utilizada en este trabajo. Representamos un grafo como G =
(V,€) y a su matriz de adyacencia con N nodos como A. Las caracteristicas asociadas a los
nodos se denotan como F € RN*?, donde cada fila de F corresponde a un nodo y d es la
dimensién de las caracteristicas.

El proceso de aprendizaje generalmente aprovecha tanto las caracteristicas de los nodos de
entrada como la estructura del grafo. Este proceso se puede describir mediante la férmula:

FOO = n(A, Fi),

donde F©) y Fif) denotan las matrices de las caracteristicas de entrada y salida, respectiva-
mente. A la operacién h, que toma las caracteristicas y la estructura, y tiene como salida un
nuevo conjunto de caracteristicas, se le conoce como filtro.

En la clasificacién de nodos, multiples filtros se aplican secuencialmente junto con capas
de activacion para obtener las caracteristicas finales de nodos. Sin embargo, para clasificacién
de grafos, necesitamos otras operaciones para extraer las caracteristicas a nivel del grafo.
Similar al caso de de las CNNs clésicas, existe una operacién de pooling, la cual devolvera
una nueva matriz de adyacencia y unas caracteristicas:

A©P) FOP) = pool (AP, FiP)),
donde AP) ¢ RNiw*Nip £ip) ¢ RNip*ip y A©P) ¢ RNop>Nop §0P) ¢ RNop*dop 5o las matrices

de adyacencia y las caracteristicas antes y desptes del pooling, respectivamente.

3.1. Filtros

Hay dos categorias de filtros de grafos, espaciales y espectrales. Los primeros se centran
en las conexiones entre los nodos para procesar las caracteristicas, mientras que los filtros
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3. Redes neuronales para grafos

espectrales utilizan la teoria espectral de grafos para hacer el filtro en el dominio espectral.

3.1.1. Filtros espectrales

La idea del filtrado espectral en grafos es modular las frecuencias de la sefial del grafo para
que algunas de sus componentes sean amplificadas o mantenidas mientras que se eliminen
o reduzcan otras. Por tanto, lo primero que debemos hacer es aplicar la transformada de
Fourier en grafos a la sefial f € RN del grafo, luego modularemos estos coeficientes y recons-
truiremos la sefial en el dominio espacial.

La transformada para una sefial f € RN definida en un grafo G se define como:
f=u'f,

donde la matriz U estd compuesta por los vectores propios de la matriz Laplaciana de G. El
i-ésimo elemento de £, u;, se corresponde con la i-ésima componente de Fourier del grafo
con frecuencia A;, que es el valor propio asociado a u;. Filtramos los coeficientes de Fourier
como sigue:

Al Ar e .
t[i] =1[i]-y(A;), coni=1,...,N,
donde y(A;) es una funcién que determina como modular las frecuencias. Este proceso de
forma matricial se expresa:

F=9(a) t=9(a)UE,
donde A es una matriz diagonal con los valores propios de la matriz Laplaciana.
Podemos ahora reconstruir la sefial al dominio del grafo usando la transformada inversa
de Fourier en grafos:
f=Uf =U-y(A)-U'f,
donde f’ es la sefial de grafo filtrada. Normalmente nos referiremos a la funcién 7y(A) como
filtro.

GFT g IGFT
f »|UTF b GUUTS  |m— UGNUTS
Decompose Filter Reconstruct|
Coefficients Filtered coefficients

Figura 3.1.: Proceso de filtrado espectral. Imagen obtenida de [MT21].

Una vez introducida la operacién de filtro en grafos, lo interesante es que la red aprenda
estos filtros, ya que usualmente no se conocen qué frecuencias son mas importantes. Un
intento natural pero poco eficiente es definir un pardmetro para cada nodo del grafo, lo que
requiere mucha memoria. Por tanto, surgieron los llamados filtros polinémicos [DBV17]. La
funcién 7(-) se puede modelar con un polinomio truncado de orden K:

K
(M) = Y 06AT
=0
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3.1. Filtros

En forma matricial: B
rY(A) = 2 GkAk/
k=0

donde el namero de pardmetros es K + 1, que no depende del tamafio de G. Ademas, la
expresion U-y(A) - U se puede simplificar en un polinomio de la matriz Laplaciana, lo
que significa que no hara falta una descomposicién en vectores propios y que el operador
de filtro polinémico solamente necesita un nimero pequefio de nodos para calcular cada
elemento de f'.

Aplicando el operador de filtro polinémico en f, obtenemos f:

K K
f=U-9A)-Uf=U-Y A" Uf=) 6U.- A" Uf
k=0 k=0

Veamos también que U- A . UT = Lk:

U-AF.uT=u-(auTUF.UT=U-A-UT)...(U-A-U") =LF
Por lo que la ecuacién anterior queda simplificada:

K K
=Y 6U-AF-UTf=) gL
k=0 k=0

El valor de la sefial de salida en el nodo v; es una combinacién lineal de la sefial original
en todos los nodos ajustada al peso Zszo GkLi-‘ jyse calcula como sigue:

fi= ¥ (ieku;-) £l 6

‘()]'EV k=0

Sin embargo, vamos a ver que no todos los nodos se utilizan en este calculo, solamente
estdn involucrados los nodos en un radio de K saltos del nodo v;.

Lema 3.1. Sea G un grafo y L su matriz Laplaciana. Entonces el elemento (i, j) de la potencia k-ésima
de la matriz Laplaciana Lf»‘ =0 si la longitud del camino mds corto desde el nodo v; hasta el nodo v;

es mayor a k, esto es, si dist(v;,v;) > k.

Por lo tanto, podemos reorganizar la ecuacién (3.1) para que incluya solamente los nodos
necesarios:

i = bijfli] + ). bif]j],
vjENK(vi)

donde NX(v;) es el conjunto de nodos que se encuentran a una distancia menor o igual a
K del nodo v;, que denominaremos vecindario de radio k de v;, y el pardmetro b;; que se
define:

K
— k
bij= ), Oy
k=dis(v;,v;)

La mayor limitacién de estos filtros polinémicos es que la base B = {1,x,x?,...} no es
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3. Redes neuronales para grafos

ortogonal, por lo que los coeficientes dependen de otros, haciendo el aprendizaje inestable
a perturbaciones. Como solucién a este problema surge el polinomio de Chebyshev, que si
tiene una base ortogonal.

Los polinomios de Chebyshev Ty (y) se pueden generar recurrentemente de la siguiente
manera:

Ti(y) = 2yTi—1(y) — Tr—2(y),

con To(y) = 1y T1(y) = y. Para y € [—1,1], los polinomios de Chebyshev se pueden
representar con la expresion trigonométrica:

Ti(y) = cos(karccos(y)),

lo que quiere decir que cada Ty (y) estd acotado por el intervalo [—1,1]. Ademds, los polino-
mios de Chebyshev satisfacen lo siguiente:

/1 Tl ) oymm/2 sim,l >0,
\/1— y* n sim=1=0,

donde J; ,,, = 1 solo si [ = m, en cualquier otro caso ¢; ,, = 0. Esta ecuacién indica que los
polinomios de Chebyshev son ortogonales entre si, por lo que forman una base ortonormal.

Como el dominio de estos polinomios es [—1, 1], para aproximar el filtro con los polinomios
de Chebyshev, debemos reescalar y desplazar los valores propios de la matriz Laplaciana:
2- A

)\mux

A=

-1,

donde Ajax = AN es el mayor valor propio. De esta forma, los valores propios se normalizan
en el intervalo [—1,1]. En forma matricial, la matriz diagonal de estos valores se expresa:

A= -1,

)\max

donde I es la matriz identidad.

El filtro Cheby (Cheby-Filter), el cual se parametriza con los polinomios de Chebyshev
truncados se puede formular como sigue:

K ~
=) 6Ti(A
k=0
Y el proceso de aplicar este filtro a una sefial f se puede definir as:
=U- 2 O T (A)UTf = 2 0, UT(A)U'f.

k=0 k=0

Esta ecuacién se puede simplificar més gracias al siguiente teorema.
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3.1. Filtros

Teorema 3.1. Sea la matriz Laplaciana L de un grafo G, se cumple la siguiente ecuacion para k > 0

UT(A)U" = Ty(L),

donde L = {2 —1
max
La demostracion se encuentra en [MT21, pag. 119].

Este resultado nos permite simplificar la ecuacién anterior:
K y K 3
f =Y UT(A)Uf= Y 6Ty (D)f.
k=0 k=0

Por tanto, el filtro de Chebyshev tiene las ventajas del filtro polinémico y ademads es mas
estable a perturbaciones.

Todo el proceso para sefiales de grafo se ha explicado con un solo canal, sin embargo,
normalmente cada nodo tiene un vector de caracteristicas. Para extender los filtros a sefiales
multi-canales, utilizamos las sefiales de todos los canales de entrada para generar la sefial de
salida:

din
four =Y U-74(A)-U'Fy,
d=1

donde fout € RN es la sefal de salida de un canal yF. € RN es el canal d-ésimo de la sefial
de entrada. Por tanto, el proceso de filtrado puede verse como aplicar el filtro en cada canal
de entrada y sumar todos los resultados. Para generar d,,; canales en la sefal de salida, se
utilizan d,,; filtros:

din
F;=) U-74(A)-U'F, paraj=1,.. dou,
d=1

donde F’] es el canal j-ésimo de la sefial de salida.

3.1.2. Filtros espaciales

En el primer modelo de GNN, cada nodo estaba asociado con una etiqueta de entrada. Para
el nodo v;, su etiqueta correspondiente se denota /;. Para el filtrado, las caracteristicas de
entrada se denotan como F, donde la i-ésima fila son las caracteristicas del nodo v;; y los
atributos de salida se representan como F'. La operacion de filtrado para el nodo v; se define
asi:
F: = 2 g(ll/F]/l])r
v, €N (v;)

donde g(-,-,-) es una funcién paramétrica llamada funcién de transicién local, que es lo-
calizada espacialmente. El filtrado para el nodo v; solamente involucra sus vecinos de un
salto.
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3. Redes neuronales para grafos
3.2. Pooling

De manera similar a las CNNSs, las capas de pooling en grafos son un método para generar
representaciones a nivel de grafo. Los primero disefios fueron planos, esto es, se generaba
esta representacién a partir de las representaciones de los nodos en un solo paso. Por ejemplo,
las capas de average pooling y max pooling introducidas anteriormente se pueden adaptar a
este tipo de redes aplicindolas a cada canal de caracteristicas. Mds tarde surgio el pooling
jerdrquico, formado por varias capas de pooling cada una con numerosos filtros.

mmm) | Graph Pocling | ) ’

A(m) c {UA l},\}],x \7,])‘ F[ilﬂ c R,\}],xriip A(nm c {O, 1} Nop X \"‘K'A Flop) c R,\],I,xzf(,]»

Figura 3.2.: Operacién de pooling en grafos. Imagen obtenida de [MT21]

3.2.1. Pooling plano de grafos

En las capas de pooling plano solamente se genera un solo nodo que resume todo el grafo.
El proceso se puede definir como:

fg = pool( AP) FO©P)),

donde fg € R%» es la representacién del grafo. La operacién de max pooling se puede
expresar asi: ,
fg = max(FiP),

donde la operacién de maximo se aplica a cada canal:
fg[i] = max(E'P)).
De forma analoga el pooling promedio se aplica también a cada canal:

fg = ave(F(P),

3.2.2. Pooling jerarquico de grafos

El objetivo de las capas de pooling jerarquico es mantener la informacién jerarquica de la
estructura del grafo. Esto se consigue reduciendo el tamario del grafo poco a poco.
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3.2.2.1. Pooling basado en reduccién

Esta técnica se basa en la selecciéon de un conjunto de nodos importantes y resumir la
estructura y las caracteristicas de acuerdo a esos nodos. Se puede dividir en tres etapas
diferenciadas: 1) eleccién de la medida para la reduccién; 2) generacion de la estructura
para el grafo reducido; 3) generacion de las caracteristicas de los nuevos nodos. Ejemplos de
capas de este tipo son: gPool [G]19], y SAGPool [LLK19].

3.2.2.2. Pooling basado en supernodos

A diferencia del pooling anterior, donde la informacién de los nodos descartados era perdida,
esta técnica intenta reducir el grafo generando supernodos. Se puede dividir en tres partes:
1) generacion de los supernodos; 2) generacién de la estructura del grafo reducido; 3)
generacion de las caracteristicas para los nuevos nodos. Los supernodos se definen a partir
de los nodos de entrada tras aplicar un algoritmo de clustering, donde estos cltsters serdn los
supernodos. Ejemplos de capas de este tipo: diffpool [YYM " 19] y EigenPooling [MWAT19].

3.3. Tareas de aprendizaje automatico con grafos

En esta seccién se explicardn brevemente las 6 tareas mds importantes de aprendizaje que se
pueden realizar con redes neuronales para grafos y se dardn ejemplos sencillos de cada una.

3.3.1. Clasificacion de grafos

Sea un conjunto de grafos etiquetados D = {(G;,y;)} con y; la etiqueta del grafo G;. El
objetivo de la clasificacién de grafos es aprender una funcién ¢ : D — C, tal que ¢ prediga
la clase de los grafos no etiquetados.

Por ejemplo, en la prediccién de tréfico, cada grafo podria representar una red de carreteras,
donde las etiquetas indican el nivel de congestién. La funcion ¢ podria predecir la congestién
en redes de carreteras no observadas previamente.

Sﬁ/s\& BB ?ﬁ?
! | ﬁ_.. A—A

Sensor Graph Road Segment Graph Road Intersection Graph

_______________________________________________________

Traffic Network ~ ~~~777"====-- B LR
(with traffic flow directions) — Edge: Directional Connection

Figura 3.3.: Ejemplos de grafos a nivel de carreteras. Imagen obtenida de [JL22].
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Figura 3.4.: Red de carreteras de Estados Unidos donde cada sensor es un nodo. Imagen
obtenida de [JL22].

Speed (mph) as of 31 Jul 2019 16:14 POT

3.3.2. Clasificacion de nodos

Sea G = {V, £} un grafo, cuyo conjunto de nodos se divide en dos subconjuntos disjuntos:
V), los nodos etiquetados, de los que conocemos la clase a la que pertenecen; y V,, los nodos
no etiquetados. El objetivo de la clasificacién de nodos es aprender una aplicacién ¢ : V — C,
donde C es el conjunto de clases posibles, de tal manera que ¢ pueda predecir con precisién
la clase de los nodos no etiquetados.

Un ejemplo con el que realizaremos los experimentos es el dataset Cora. Este conjunto de
datos consiste en citas de documentos cientificos, donde los nodos son los documentos y las
aristas las citaciones entre ellos. Cada documento pertenece a una de entre siete clases y el
objetivo sera predecir la clase de los documentos no etiquetados.

3.3.3. Prediccion de enlaces

Sea G un grafo y sea M todas las posibles aristas entre los nodos de V. Entonces, el com-
plementario de £ con respecto a M contiene los lados no observados entre los nodos. El
objetivo de la prediccién de aristas es predecir cudles de estos enlaces no observados existen
realmente.

Un ejemplo de prediccion de enlaces es un sistema recomendador, como PinSage, [YHC " 18].
La prediccién de enlaces ayuda a recomendar productos no observados que un usuario po-
dria estar interesado en comprar. En la Figura 3.5 se muestra un ejemplo de una prediccién
en PinSage.
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3
el e R

Positive Example Random Negative Hard Negative

Figura 3.5.: Ejemplo de una prediccién en PinSage. Hay ejemplos negativos que son mas
dificiles de distinguir que otros. Imagen obtenida de [YHC " 18].

3.3.4. Deteccion de comunidades

Sea un grafo G = {V, £}, la deteccion de comunidades en ese grafo consiste en identificar
subconjuntos de nodos que estén mds densamente conectados entre si que con el resto. La
tarea es encontrar particiones de V en comunidades C = {Cy,C;, ..., C}, donde los nodos
dentro de cada comunidad C; estan altamente interconectados.

Un ejemplo de este tipo de tarea es la identificacion de grupos de amigos en redes sociales,
véase la Figura 3.6.

Figura 3.6.: Ejemplo de deteccién de comunidades en un grafo.

3.3.5. Embedding de grafos

El embedding de grafos busca mapear los nodos de un grafo a un espacio vectorial continuo
de baja dimensién, manteniendo la estructura y propiedades del grafo. Formalmente, se trata
de aprender una funcién ¢ : V — IR, donde d es la dimensién del espacio de embedding.

3.3.6. Generacion de grafos

Sea un conjunto de grafos D = {G;}, la generacién de grafos tiene como objetivo aprender
una funcién P(G) que sea capaz de crear nuevos grafos similares a los del conjunto de entre-
namiento.

Un ejemplo de generacion de grafos es la sintesis de nuevas moléculas en quimica compu-
tacional, donde cada grafo representa una estructura molecular. La generaciéon de grafos
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3. Redes neuronales para grafos

puede ayudar a descubrir nuevas moléculas con propiedades deseadas, como farmacos po-
tenciales.

3.4. Formulacion de problemas de clasificacion y prediccion

En esta seccion se verd el proceso de aprendizaje y cémo seria un modelo de red neuronal
para grafos para las tareas de clasificacion de nodos, clasificacion de grafos y prediccion de
enlaces, que son las de mayor interés para este trabajo.

3.4.1. Aprendizaje para clasificacion de nodos

El objetivo de la clasificacién de nodos es entrenar un modelo con los nodos etiquetados V)
para predecir las clases de los nodos sin etiquetar V,,. Sea un modelo GNN con capas de
filtrado, denotado por GNNjo4e, que tiene como entrada la estructura y las caracteristicas de
los nodos del grafo y como salida las caracteristicas transformadas de los nodos:

FO — GNNpoge(A, F;01),

donde ©; representa los pardmetros del modelo, A € RN*N es la matriz de adyacencia,
F € RN*4" son las caracteristicas de los nodos del grafo original y FO4 ¢ RN*4out son las
caracteristicas de salida. Estas caracteristicas se utilizan para clasificar los nodos como sigue:

Z = softmax(FO@,),

con Z € RN*C, la fila i-ésima de Z indica la distribuciéon de propabilidad de las clases
predichas para el nodo v;, selecciondndose normalmente la clase con mayor probabilidad;
@, € R%u*C es la matriz de pardmetros que transforma las caracterfsticas F©"9 a la dimen-
si6n del ntiimero de clases C. El proceso completo se puede expresar como:

Z = fonn(AF; @),

donde O son todos los pardmetros del modelo, que se pueden aprender minimizando la
siguiente funcién durante el entrenamiento:

Ltrain = Z l(fGNN(A/F;®>i'yi)'

v, €V

fonn(A,F; ©); denota la i-ésima fila de la salida, y; es la clase asociada y I(, -) es la funcién
de pérdida escogida.

3.4.2. Aprendizaje para clasificacion de grafos

La clasificacién de grafos busca aprender un modelo a partir del conjunto de entrenamiento
D = {Gj,yi}, donde y; es la clase del grafo G;, que prediga la clase de grafos de los que
se desconoce la clase. La red neuronal para grafos suele utilizarse como un codificador de
caracteristicas, que lleva un grafo de entrada a una representacién de sus atributos:

fg = GNNgraph(g} 0),
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3.4. Formulacion de problemas de clasificacion y prediccion

donde GNNgaph €s el modelo que aprende representaciones a nivel de grafo, que consiste

en capas de filtrado y de pooling; fg € R1*%ut es la representacién resultado. Este resultado
se utiliza a continuacién para la clasificacién del grafo:

zg = softmax(f;0,),

donde @, € R%u*C es la matriz que transforma la representacién a la dimensi6én del niimero
de clases C y zg € R'*C denota las probabilidades predichas para cada clase del grafo. El
proceso completo se puede expresar como:

zg = fenn(G;9),

con O incluyendo los pardmetros @1 y 7, que se aprenden minimizando la siguiente funcién
objetivo:

Ltrain = 2 l(fGNN(gi;e)ryi)/
G;eD

donde y; es la clase asociada al grafo G; y I(-,-) es la funcién de pérdida.

3.4.3. Aprendizaje para prediccion de enlaces

La prediccién de enlaces tiene como objetivo entrenar un modelo para predecir la existencia
de aristas entre pares de nodos en un grafo. Sea un modelo GNN con capas de filtrado,
denotado por GN Ny, que toma como entrada la estructura del grafo y las caracteristicas
de los nodos y produce representaciones transformadas de los nodos:

H = GNNjn« (A, F; 091),

donde ©; representa los pardmetros del modelo, A € RN*N es la matriz de adyacencia,
F € RN*¥in son las caracteristicas de los nodos del grafo original y H € RN*%ut son las
caracteristicas de salida. Para predecir la existencia de un enlace entre dos nodos v; y v;, se
combinan las caracteristicas transformadas h; y h; de los nodos:

Si]' = O'(thWh]),

donde o (-) es la funcién sigmoide y W € R¥%u*dout es una matriz de pardmetros aprendibles.
El valor s;; representa la probabilidad predicha de existencia de un enlace entre v; y v;. El
proceso completo se puede expresar como:

S = fonn (A F; 9),

donde S € RN*N es la matriz de probabilidades de enlaces y © son todos los pardmetros
del modelo.

Para entrenar el modelo, se minimiza la siguiente funcién de pérdida basada en un con-
junto de enlaces observados & y no observados &;:

ﬁtmin = 2 l(sij/ 1) + z l(sij/ 0)1

(vi,v]-)e& (Ui,”('i]‘)egu
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3. Redes neuronales para grafos

donde (-, -) es la funcién de pérdida, y 1 y 0 indican la existencia o ausencia de un enlace,
respectivamente.

3.5. Arquitecturas de redes neuronales para grafos

En esta seccién presentaremos las capas mas relevantes de las redes neuronales para grafos
que pueden considerarse estdndar en la literatura, antes de pasar a la arquitectura principal
del trabajo, la novedosa QGCN. El disefio y el estudio de las capas de GNN es una de las
areas mas activas en el &mbito del aprendizaje profundo. Sin embargo, la gran mayoria de
los trabajos se derivan de una capa conocida como paso de mensajes. Para el desarrollo de
esta seccién se ha seguido el libro [BBCV21] y los apuntes de la asignatura Machine Learning
with Graphs de la universidad de Stanford [Sta24].

3.5.1. Paso de mensajes

Las redes neuronales de paso de mensajes (MPNNs) son un marco generalizado para el
aprendizaje en grafos, presentado por Gilmer et al. en 2017 [GSR™ 17]. Las arquitecturas cons-
truidas con estas capas son equivariantes a permutaciones, esto es, que dos grafos isomorfos
obtienen los mismos resultados. Estas estructuras tienen el siguiente esquema.

En primer lugar, las caracteristicas del vecindario del nodo v son transformadas con una
funcién MSG(-), conocida como mensaje. Normalmente, es una transformacién afin con una
funcién de activacién:

m{) = MSGO(£™) = W £ 4 b0, 4 € (N (v) U}

donde W) y b®) son parametros que se pueden aprender, (/) indica el niumero de capa
de la red, y f, son las caracteristicas del nodo u. Se afiade el calculo del mensaje del nodo
v para que su informacién no se pierda. El siguiente paso es agregar estas caracteristicas
transformadas por medio de una operacién como la suma, la media, el maximo o incluso
una red neuronal:

AGGY ({ml!),u e N(0)}),
para no perder la informacién del nodo v, se puede concatenar o sumar ese mensaje:

CONCAT(AGGD ({fm, u € N(v)}), mP).

Finalmente, se afiade la no linealidad mediante una funcién de activacién () como ReLU o
sigmoide:
9 = o(CONCAT(AGGD ({m{, u € N(0)}), m{).
Véase la Figura 3.7, que ilustra un ejemplo de grafo junto con dos capas de paso de

mensajes tomando como nodo objetivo el nodo A.

3.5.2. Redes neuronales convolucionales para grafos

Las redes neuronales convolucionales para grafos (GCNs) surgieron como una extension de
las convoluciones tradicionales aplicadas a datos estructurados en grafos. Fueron introduci-
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3.5. Arquitecturas de redes neuronales para grafos

Figura 3.7.: Ejemplo de un grafo junto con dos capas de paso de mensajes tomando como
nodo objetivo el nodo A.

das por primera vez por Kipf y Welling en 2016 [KW16].

La operacién de convolucién en los grafos se define como:

(1-1)
fzgl) —o( ¥ w(l)L).

L TN
Por tanto, el mensaje seria:
, 1 -
mgll) = MSG(Z)(fL(tl 1)) = |N(U)|W(l)fl$l 1)/

aunque en el paper original se utiliza una normalizacién un poco diferente. En este caso,
la funcién de agregacién usada es la suma de todos los mensajes de los vecinos. Los filtros
espectrales vistos anteriormente en la Subseccién 3.1.1 entran en esta categoria, ya que aplican
operadores locales fijos (la Laplaciana) a las sefiales de los nodos.

3.5.3. Redes neuronales de atencion para grafos

Las redes neuronales de atencién se introdujeron en el afio 2018 por Petar Velickovi¢, Guillem
Cucurull, Arantxa Casanova, Adriana Romero, Pietro Lid y Yoshua Bengio [VCC ™ 18]. Entre
los beneficios de esta arquitectura destacamos su eficiencia en memoria y computacional,
esto ultimo debido a que la operacién es paralelizable a lo largo de las aristas y a que la
agregacién también se puede paralelizar sobre todos los nodos.

Vamos a describir la capa de atencién en grafos. Sean las caracteristicas de los nodos de

entrada f = { fi fore-o o, }, fi € ]an, donde Nj;, es el nimero de nodos de entrada, y d;,, es
el nimero de caracteristicas de cada nodo. La capa tiene como salida un nuevo conjunto de

P / 7
caracteristicas f = { firfares fl’\]w }, con f! € Rou,

Como paso inicial, se aplica a cada nodo una transformacién lineal, parametrizada por
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3. Redes neuronales para grafos

una matriz de pesos W € R%*din_ 1o siguiente es calcular los coeficientes de atencién
ejj = a(Wﬁi,Wﬁj), Figura 3.8, aplicando una funcién a : R%u x R9%u — R. Estos coeficientes
indican la importancia de las caracteristicas del nodo v; en el nodo v;, y la funcién a normal-
mente es una red neuronal. En la prictica, solamente se calculan los coeficientes de los nodos
en un vecindario de radio k del nodo v;, ¢;; con j € N k(vi). Consideramos a partir de ahora
que k = 1. Para comparar los coeficientes entre distintos nodos, se normalizan haciendo uso
de la funcién softmax:

exp(e;;)
n;; = softmax;(e;;) = .
v i(es) YopeN (o) €XP(eik)

softmax

Figura 3.8.: Mecanismo de atencién en grafos. Imagen obtenida de [VCC"18].

A continuacién, los coeficientes de atencién normalizados se utilizan para calcular una
combinacién lineal de las caracteristicas junto la aplicaciéon de no linealidad, obteniendo las
caracteristicas de cada nodo de salida.

Finalmente, para estabilizar el proceso de aprendizaje, se puede aplicar un mecanismo
conocido como atencién multiple. Esto consiste en ejecutar R mecanismos de atencién inde-
pendientes y concatenar las caracteristicas de salida. Aunque si se aplica este proceso en la
dltima capa de la red, correspondiente a la prediccién, se emplearia una media en lugar de

la concatenacion:
R

fl= o Y W fi |,

r=1 vj GN(UI')

donde || denota la concatenacion, a;j son los coeficientes de atencién normalizados calculados
por el mecanismo de atencion r-ésimo (a"), y W’ es la correspondiente matriz de pesos de la

transformacién lineal de entrada, véase la Figura 3.9.
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concat/avg /_
~>{ h)

Figura 3.9.: Mecanismo de atencién multiple con R = 3. Imagen obtenida de [VCC " 18].

3.6. Arquitectura OGCN

En esta seccién se introduce la arquitectura principal de estudio de este trabajo: una red
neuronal para grafos en variedades pseudo-riemannianas. Comenzaremos definiendo las
operaciones bdsicas necesarias para el correcto funcionamiento del modelo. Seguidamente,
se explicard esta arquitectura, y finalmente el optimizador implementado. El c6digo de este
modelo es del articulo [XZP"22a] y el del optimizador pseudo-riemmaniano de [LS21].

3.6.1. Operaciones basicas

Antes de explicar esta arquitectura, debemos introducir tres operaciones fundamentales que
se encontrardn en la mayoria de capas de la red:

= proj_tan: Proyeccién de un vector z sobre el espacio tangente en un punto de la variedad.
Este punto normalmente sera el origen.

. | def proj_tan(self, z, x, beta, time_dim=None):
2 # Establece el valor de time_dim si no se proporciona
time_dim = self.time_dim if time_dim is None else time_dim

3

# Calcula el producto interno entre z y x en la metrica de la

variedad
inner_zx = self.inner(z, x, time_dim=time_dim)
8 # Calcula el producto interno de x consigo mismo
9 inner_xx = self.inner(x, x, time_dim=time_dim)

11 # Proyecta z sobre el espacio tangente en x
12 res = z - (inner_zx / inner_xx).unsqueeze (1) * X
13 return res

= expmap: Aplicacién exponencial, que permite proyectar vectores del espacio tangente
en un punto (que en general serd el origen) sobre la variedad pseudo-riemanniana. La
definicién de esta funcién para el caso de los pseudo-hiperboloides se ha realizado en
la Seccién 6.3, y dependera del tipo de vector (espacial, temporal o luminoso).

. | def expmap(self, x, v, beta, time_dim=None):
2 time_dim = self.time_dim if time_dim is None else time_dim
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3. Redes neuronales para grafos

3 epsilon = 0.000001
' n = v.shapel[0]
d = v.shape[1]

6 inner = self.inner(v, v, time_dim=time_dim)
7 norm_product = torch.clamp(inner.abs(), min=self.min_norm).sqrt()
8 norm_product = torch.clamp(norm_product, max=50).view(norm_product.

size(Q), -1)

10 space_like = inner < -epsilon

11 time_like = inner > epsilon

2 null_geodesic = (~space_like) & (~time_like)

13 other = (~time_like) & (~space_like) & (~null_geodesic)
14 U = v.clone()

abs_beta = 1 / (abs(beta) *x 0.5)

7 if True in time_like:

18 beta_product = torch.clamp(abs_beta * norm_product[time_like],
max=self.max_norm)

19 ULtime_like, :1 = x[time_like, :]1 * torch.clamp(torch.cosh(
beta_product), max=self.max_norm) + torch.clamp(v[time_like,
:] * torch.sinh(beta_product) / beta_product, max=self.
max_norm)

20 assert not torch.isnan(U[time_like, :1).any()

if True in space_like:

23 beta_product = torch.clamp(abs_beta * norm_product[space_likel],

max=self.max_norm)

24 Ulspace_like, :] = x[space_like, :]1 * torch.clamp(torch.cos(
beta_product), max=self.max_norm) + torch.clamp(v[space_like,

:] * torch.sin(beta_product) / beta_product, max=self.

max_norm)

assert not torch.isnan(U[space_like, :]).any()

if True in null_geodesic:

28 ULnull_geodesic, :]1 = torch.clamp(x[null_geodesic, :] + v[
null_geodesic, :], max=self.max_norm)
29 assert not torch.isnan(v[null_geodesic, :]).any()

31 assert not torch.isnan(U).any()
32 return self.proj(U, beta)

» Jogmap: Aplicacién inversa de la exponencial, que permite proyectar los vectores de
la variedad sobre el espacio tangente en un punto. La definicién matemadtica de esta
funcién en el caso de los pseudo-hiperboloides se encuentra en la Seccién 6.3.

3.6.2. Capas

Una vez definidas estas operaciones, veamos como es la arquitectura. La arquitectura princi-
pal estudiada en este trabajo es una red pseudo-hiperbélica neuronal convolucional para
grafos o Pseudo-hyperbolic Graph Convolutional Network (QGCN). Esta red estd disefiada para
operar en una variedad pseudo-riemanniana (la definicién se encuentra en el Capitulo 5),
aprovechando las ventajas que ofrecen estos espacios mientras soluciona los problemas que
surgen. A continuacién, describimos los componentes principales de la arquitectura.

La capa base que compone este modelo es HyperbolicGraphConvolution, que implementa la
convolucién de grafos en un espacio hiperbélico, combinando las siguientes capas:
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3.6. Arquitectura QGCN

= HypLinear: Esta capa realiza la multiplicacién matricial en el espacio hiperbélico ha-
ciendo uso de las aplicaciones exponencial y logaritmica, y proyecta los resultados de
vuelta a la variedad. Ademads, se puede afiadir un valor de sesgo al final.

= HypAgg: Esta capa se encarga de la agregacion de las caracteristicas de los nodos vecinos
en el espacio tangente mediante la suma ponderada. Esta capa finaliza proyectando de
nuevo los datos a la variedad haciendo uso de la funcién exponencial.

= HypAct: Aplica una funcién de activaciéon RELU en el espacio tangente y proyecta los
resultados de vuelta a la variedad hiperbdlica.

Las capas lineal y de agregacion utilizan Dropout para reducir el sobreajuste. La estructura
seguida por este modelo es una estructura codificador-decodificador, la Figura 3.10 muestra
un diagrama de la arquitectura:

= Codificacién: Las caracteristicas de entrada se proyectan al espacio tangente, para
luego proyectar sobre la variedad de estudio y pasar estos datos a través de las capas
convolucionales.

= Decodificacion: En el caso de clasificacién de nodos, se utiliza un decodificador lineal,
que consiste en una red neuronal feedforward que proyecta las representaciones de
los nodos al espacio tangente, aplica una transformacién lineal y genera las probabi-
lidades para la clasificacién. En cambio, para la predicciéon de enlaces, se utiliza un
decodificador Fermi-Dirac, que toma las distancias cuadradas entre las representaciones
embebidas de los nodos y calcula la probabilidad de existencia de un enlace utilizando
la funcién de distribucién Fermi-Dirac [KPK ' 10].

3.6.3. Procesamiento

En esta seccién vamos a entrar mds en detalle en el proceso completo de la arquitectura:

= Inicializacién de caracteristicas: En primer lugar, las caracteristicas de entrada del espa-
cio euclideo se llevan al pseudo-hiperboloide. Esto se hard llevando las caracteristicas a
las variedades difeomorfas S7~! x R?~17 a través de la funcién ¢(-), y luego llevarlas al
pseudo-hiperboloide Qg con ¢~ 1(-). Estas funciones estén definidas en la Seccién 9.1.

= Agregacién tangencial: La combinacién lineal de las caracteristicas de los vecinos se
lleva al espacio tangente. En este caso, el modelo agrega los embeddings de los vecinos
en el espacio tangente del punto de referencia o, después se aplica una funcién de
activacién y se proyecta la representacion actualizada a la variedad. Formalmente, en
cada capa I, se actualizan las caracteristicas como sigue:

Bi

o

h5+1 - e/@)ﬁm @ Y 16\g

P (W @Ft hi @f1 b'))),
JEN (i)U{i}

donde o(-) es la funciéon de activacion, B; y B41 son dos curvaturas, N (i) son los
vecinos de un salto del nodo i, y ®, @ denotan la transformacién tangencial y la
traslacion del sesgo, respectivamente. La funcién &T}ﬁlﬂ denota la funcién expmap y

o6 B
og, es logmap.
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Figura 3.10.: Diagrama de la arquitectura principal para clasificaciéon de nodos. Imagen mo-

40

dificada de [CYRL19].

» Transformacién tangencial: Primero se proyectan las caracteristicas al espacio tangente
del polo sur o= (|B],0,...,0) mediante la funcién logmap y se lleva a cabo la multipli-
caciéon de matrices. Por tltimo, las caracteristicas transformadas se llevan a la variedad
mediante la funcién expmap. Formalmente, en cada capa I, el proceso se describe:

W' 2P h! = &xph (W'og,s (b)),

donde W' es la matriz de pardmetros en el espacio euclideo.

» Traslacién del sesgo: Para evitar que el modelo colapse, se introduce la traslacion del
sesgo tras la transformacién tangencial. Esto consiste en transportar paralelamente un
vector tangente b’ € T,QY al espacio tangente del punto de interés. Finalmente, el
vector tangente transportado se lleva de vuelta a la variedad con la funcién expmap.
Formalmente, la traslacién de sesgo viene dada por:

P (pP ! —
B abpl = )R (‘Bpoﬁﬁlﬁ(b ) l S1 <°r1~‘l>q < |pl
—expl ((BF L (6), si (o), > |p
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donde PP i denota el transporte paralelo. El transporte paralelo es un método que
o—

permite mover vectores tangentes a lo largo de una curva en la variedad, manteniendo
constante el dngulo entre los vectores y la curva en cada punto. Esto asegura que las
caracteristicas del modelo se trasladan coherentemente. Para los casos que se cumple

(o, f\l>q > |Bl, Pf g o estd definido, por lo que se hace es transportar paralelamente

b' al espacio tangente del punto antipoda —ﬁl, y luego aplicar exp[3 ;1 para llevarlo de

vuelta a la variedad.

3.6.4. Optimizador

El optimizador utilizado en el entrenamiento de esta red, Riemannian Adam, es una extensién
del optimizador Adam adaptado para trabajar en el contexto de geometrias riemannianas
y pseudo-riemannianas. Este optimizador no solo aprovecha las ventajas de Adam, como
el uso de medias méviles exponenciales de los gradientes y sus cuadrados para mejorar la
eficiencia y estabilidad, sino que también incorpora técnicas especificas para mantener los
pardmetros dentro de la variedad durante el proceso de optimizacién.

La definicién matemética de una simplificacién de este optimizador se encuentra en la
Subseccién 9.2.4, donde se detalla el método de optimizaciéon pseudo-riemanniana. El c6digo
fuente del optimizador se ha sacado del repositorio proporcionado de [CYRL19].

El funcionamiento principal de Riemannian Adam es como sigue:

= Inicializacién del estado: Se inicializan el promedio exponencial de los gradientes
(exp_avg) y el promedio exponencial de los cuadrados de los gradientes (exp_avg_sq) a
vectores nulos.

= Paso de Optimizacién: En cada paso, se realiza lo siguiente:
* Se calcula el gradiente en la variedad utilizando la funcién egrad2rgrad.
* Se actualizan los promedios exponenciales de los gradientes y sus cuadrados.

* Se calcula el tamarfio del paso (step_size) ajustado por las correcciones de sesgo.

* Se actualiza el punto en la variedad utilizando la funcién expmap y se proyecta de
vuelta a la variedad con proj.

* Se transporta el promedio exponencial de los gradientes al nuevo punto utilizando
ptransp, que realiza el transporte paralelo del vector de gradiente desde el espacio
tangente en el punto actual al nuevo punto en la variedad.

= Estabilizacion: Cada ciertos pasos, se ejecuta la funcion stabilize, que asegura que los
pardmetros se mantengan en la variedad correcta.

A continuacién, detallamos el c6digo del optimizador:

class RiemannianAdam(OptimMixin, torch.optim.Adam):
2 def step(self, closure=None):
loss = None
f if closure is not None:
5 loss = closure()
6 with torch.no_grad():
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for group in self.param_groups:

if "step” not in group:
group[”"step”] = @
betas = group["betas”]
weight_decay = group["weight_decay"]
eps = group["eps"]
learning_rate = group[”1r"]
for point in group[”params”]:
grad = point.grad
if grad is None:

continue
if isinstance(point, (ManifoldParameter)):
manifold = point.manifold
c = point.c
else:
manifold = _default_manifold
c = None

state = self.state[point]

# State initialization
if len(state) == 0:
state["step”] = 0
# Exponential moving average of gradient values
state["exp_avg"”] = torch.zeros_like(point)
# Exponential moving average of squared gradient
values
state["exp_avg_sq"] = torch.zeros_like(point)

# make local variables for easy access
exp_avg = state["exp_avg"]
exp_avg_sq = state["exp_avg_sq"]
# actual step
grad.add_(weight_decay, point)
grad = manifold.egrad2rgrad(point, grad, c)
exp_avg.mul_(betas[0]).add_(1 - betas[0], grad)
exp_avg_sq.mul_(betas[1]).add_(
1 - betas[1], manifold.inner(point, point, c,
, keepdim=True)

denom = exp_avg_sq.sqrt().add_(eps)

group["step”] += 1
bias_correctioni 1 - betas[@] ** group[”step”]
bias_correction2 = 1 - betas[1] **x group[”step"”]
step_size = (
learning_rate * bias_correction2 ** 0.5 /
bias_correctionl

# copy the state, we need it for retraction
# get the direction for ascend

direction = exp_avg / denom
# transport the exponential averaging to the new point
new_point = manifold.proj(manifold.expmap(-step_size *

direction, point, c), c)

grad

exp_avg_new = manifold.ptransp(point, new_point, exp_avg,

c)

# use copy only for user facing point
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62 copy_or_set_(point, new_point)
63 exp_avg.set_(exp_avg_new)

64
65 group["step”] += 1

66 if self._stabilize is not None and group["”"step”] % self.
_stabilize == 0:

67 self.stabilize_group(group)

68 return loss

70 @torch.no_grad()

71 def stabilize_group(self, group):

72 for p in group[”params”]:

7 if not isinstance(p, ManifoldParameter):
74 continue

75 state = self.statelp]

76 if not state:

77 continue

78 manifold = p.manifold

79 cC = p.cC

80 exp_avg = state["exp_avg"]

81 p.copy_(manifold.proj(p, c))

82 exp_avg.set_(manifold.proj_tan(exp_avg, u, c))
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4. Conceptos previos

En este capitulo nos enfocaremos en establecer una base s6lida de conceptos preliminares
para una comprensioén profunda del marco matemadtico que sostiene este trabajo. Primero,
vamos a recordar los conceptos de formas bilineales, introduciremos los distintos tipos de
vectores, asi como la nomenclatura utilizada. Ademads, definiremos las variedades regulares
y diferenciables, dando ejemplos en cada caso. Los resultados expuestos en esta seccién se
han estudiado de las asignaturas cursadas a lo largo de mi formacién en el grado y también
se ha usado el libro [VC1o0].

4.1. Formas bilineales

Definicién 4.1. Una forma bilineal en un espacio vectorial V es una aplicacion g: V x V —
R, con las siguientes propiedades: para todo u,v,w € V, y A € R, tenemos,

= g(u+ow) =g(u,w)+g(v,w)
= g vtw) =g(u0)+g(uw)
= g(Au,0) = Ag(u,0)
= g(u,Av) = Ag(u,0)

Si ademas se satisface la propiedad g(u,v) = ¢(v, u) para todo u,v € V, esto es, que sea una
forma bilineal simétrica, se dice que g es una métrica.

Pongamos algunos ejemplos de formas bilineales:
1. La aplicacién bilineal cero, ¢ = 0, es decir, g(u,v) = 0 para todo u,v € V.

2. La métrica euclidea en R":

n
gE(x/]/) = Z XiYi
i=1

3. La métrica de Lorentz-Minkowski en R":

n
gL(x,y) = —x1y1 + Z XiYi
i=2

1

Definicién 4.2. Sea ¢ : V x V — R una métrica. Diremos que g es:

» definida positiva (resp. definida negativa) si g(v,v) > 0 (resp. g(v,v) < 0) para todo
ve V\{0},

= semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) si ¢(v,v) > 0 (resp. g(v,v) < 0)
para todo v € V '\ {0},
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» indefinida si no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa,

» no degenerada si la condicion g(v, w) = 0 para todo w € V implica que v = 0. En otro
caso, diremos que g es degenerada.

Definicién 4.3. Un producto escalar ¢ en V es una métrica no degenerada.

Definicién 4.4. Un espacio métrico es un par (V,g) donde V es un espacio vectorial y g es
una métrica definida en V.

Definicién 4.5. Sea (V, g) con V espacio vectorial y ¢ una métrica, diremos que v € V es:
» temporal si ¢(v,v) <0,
» espacial si g(v,v) >0,
= luminoso si g(v,v) =0y v #0,
» causal si v es temporal o luminoso.

Definicién 4.6. Si (V,g) es un espacio métrico, se llama cono de luz al conjunto

C(g) ={veV:g(vv) =0}
Por tanto, el cono de luz es el conjunto formado por los vectores autoconjugados.

Ejemplo 4.1. En (R?,¢r) con g7 la métrica de Minkowski,

C(g) ={(x,x):x e R}U{(x,—x) : x € R}.

El cono de luz no es necesariamente un subespacio vectorial.

A continuacién, presentamos dos teoremas sobre bases de espacios métricos que nos serdn
de utilidad para demostrar que el ndmero de 1, —1 y 0 en la diagonal principal de cualquier
expresién matricial de g respecto a una base ortonormal no depende de la base escogida.

Teorema 4.1. Sea (V, g) un espacio métrico. Entonces existe una base donde la métrica diagonaliza.

Teorema 4.2. Sea un espacio métrico (V,g). Si B es una base tal que la métrica diagonaliza con B,
entonces el nmiimero de 0 en la diagonal principal coincide con dim(V) — rango(Mp(g)), siendo B
una base de V

Definicién 4.7. Sea (V, g) un espacio vectorial con g un producto escalar. Si v, w € V, diremos
que v es ortogonal a w, v L w, si ¢(v,w) = 0. Consecuentemente, para A, B C V, diremos
que A es ortogonal a B, A 1 B,si v | w para cada v € A y cada w € B. Denotaremos

At ={w e V:g(v,w) =0,Yv € A}, al espacio ortogonal a A

Lema g4.1. Un subespacio W de un espacio vectorial V con producto escalar es no degenerado si y
solo si
V=waew"

Demostracion. Sabemos que dim(W + W) +dim(WNW+) = dim(W) +dim(W+) = dim(V).
Por lo que el lema se cumplird si y solo si dim(WNW+) =0 < {0} =WnW' ={we
W :w L W}, que equivale a que W sea no degenerado. O
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Definicién 4.8. Una base ortonormal B en un espacio métrico es una base donde Mp(g) es
una matriz diagonal y los elementos de la diagonal principal son 1, —1 0 0.
O dicho de otra manera, una base tal que g(e;,¢;) es1, =100,y g(ej, ej)) =0sii #j.

Teorema 4.3. (Sylvester) En todo espacio vectorial métrico existen bases ortonormales. Ademds, el
miimero de 1, —1 y 0 de la diagonal principal de cualquier expresion matricial de g respecto de una
base ortonormal, es independiente de la base escogida en (V, g).

Corolario 4.1. Toda base ortonormal de un subespacio no degenerado U de V se puede extender a
una base ortonormal de (V, g).

Definicion 4.9. Sea (V, ¢) un espacio métrico. Se llama:

1. signatura de g a 0(g) = (k,m), donde k y m es el nimero de 1 y —1, respectivamente,
obtenidos de una base ortonormal.

2. indice de g al ndmero de —1.

3. nulidad de g al niimero de 0.

Por tanto:

1. rango(g) = k + m.

2. nulidad(g) + rango(g) = nulidad(g) + k + m = dim(V).

Corolario 4.2. Sea (V,g) un espacio métrico de dimension n y sea o(g) = (k,m). Tenemos las
siguientes equivalencias:

» La métrica es definida positiva (resp. def. negativa) si, y sélo si, 0(g) = (n,0) (resp. 0(g) =
(0,n) ).

» La métrica es semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) si, y sélo si, 0(g) = (k,0) con
0<k<n(resp.o(g)=(0,m)con0<m< n).

» La métrica es no degenerada si, y sélo si, k +m = n.
» La métrica es degenerada si, y sélo si, k +m < n.

Observacion 4.1. Una métrica ¢ en V es no degenerada, si y solo si, V- = {0}. Un subespacio
W C V es no degenerado si g|w es no degenerada.

Si g es definida positiva no degenerada, entonces cualquier subespacio W serd no de-
generado. Sin embargo, si ¢ es indefinida, existen subespacios degenerados, por ejemplo
W = L{w} para cualquier vector w luminoso, donde L indica espacio generado. Para una
métrica indefinida, siempre existen vectores luminosos.

Sea V un espacio vectorial de dimensioén d y ¢ una métrica con signatura o(g) = (k,m),
conk+m =dyk >0, m>0. Entonces podemos expresar la métrica respecto a una base

ortonormal tal que g(x,y) = — Y, xiy; + Zfin'?ﬂ xiy;. El vector v = (v1,v2,...,74), con

V] =02 =...=Up=04,041 = ... =04 = ,/%a, y a una constante distante de cero, v es
: _ m 2 k+m  m 2 2 ma2

luminoso ya que g(v,v) = — YL a” + 3,0 | Fa® = —ma® + kia® =0.

Por tanto, un subespacio W de un espacio vectorial con producto escalar no es en general
un espacio vectorial con producto escalar.

Corolario 4.3. W es no degenerado si y solo si W es no degenerado.
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4.2. Variedades regulares

Definicién 4.10. Una variedad regular de dimensién n en R k > n, es un subespacio
topolégico M C RR¥ tal que para todo p € M existen abiertos U C R" y p € V C RF y una
aplicacién X : U — R* diferenciable tal que:

= X:U — VN M es un homeomorfismo.

» La diferencial dX,; : U — R es inyectiva para todo g € U. A la aplicacién

X :U — VNM C RF se le llama carta o parametrizacién en M alrededor del punto
p € M.

Proposicion 4.1. Sean W C R un abierto, F : W — R" una aplicacion diferenciable y p € W un
punto. Si dFy : RF — R" es sobreyectiva (k > n) entonces existen abiertos p € O C W,V C Rk y
un difeomorfismo ¢ : V- — O tales que F o ¢ = 7|y, donde 71 es la proyeccion

m:REF"xR"=RF -5 R", n(x,y)=v.

Como consecuencia, F~1(a) C W es una variedad reqular de R¥ con dimension k — n para todo
valor reqular a € F(W) de F.

A continuacién, presentamos algunos ejemplos de variedades regulares:

Ejemplo 4.2. La esfera en R"*! de centro g y radio 7, con g = (ay,...,a,.1) € Rl yr >0
S"(g,r) := {p € R""!: ||x —g|| = r},donde | - ||es la norma euclidea,

es una variedad regular de dimensién 1 de R"*1, ya que 0 € R es un valor regular para la
aplicacion diferenciable

n+1
F:R"™ 5 R, F(xy,...,x0) = Y (xj—a;)* =12,

y aplicamos la proposicién Proposicién 4.1.

Ejemplo 4.3. Toros n-dimensionales. Sean ¢y, ..., € Cyry,...,r, > 0. El toro n-dimensional
T" = {(z1,...,24) €C" = R*" : |zj—{,‘j|2 = rjz, ji=1,...,n}

es una variedad regular de dimensién n de R?". En este caso (0,...,0) € R" es un valor
regular para la aplicacién diferenciable

F:C"=R™ > R", Fz1,...,za) = (|l = &> =15, |za — &l — 17).
Y aplicamos la proposicién Proposiciéon 4.1 como antes.

Pasamos ahora a definir el espacio tangente de una variedad regular.

Definicién 4.11. El espacio tangente a una variedad regular M" de R* en un punto p €
M, n <k, denotado por T, M, es el subespacio vectorial n-dimensional de R* dado por

d
TPM_{dt

a(t): a: I CRR — M, una curva diferenciable con ty € [ y a(tp) = p} ,
to
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donde I C R indica un intervalo abierto. Si X : U — IR es una parametrizacion de M con
p = X(q) € X(U) para algtin q € U, entonces el espacio tangente de M en p, se define como

r,M=1{ 2%

f _ n k
o, J=1,...,np =dX,;(R") C R,

q

donde L indica el espacio generado por los vectores % .
g

4.3. Variedades diferenciables

En esta seccién, daremos el concepto abstracto de variedad diferenciable y comentaremos
cémo generalizar algunas de las definiciones dadas para variedades regulares.

La siguiente proposicién nos permite formular el concepto de diferenciabilidad de funcio-
nes sobre variedades regulares.

Proposicién 4.2. Sea M" C R¥,n < k, una variedad reqular y Xj: Ui CR" — R parametriza-
cibnde M, j=1,2.5i O = X1(Uy) N Xa(Uy) # entonces

X; 1o Xy X71H(0) = X5 1(0)
es un difeomorfismo (que llamaremos cambio de pardmetros).

Definicién 4.12. Dada M" C R",n < k, variedad regular, una funcién f : M — R se dice
diferenciable en p € M si existe X : U C R" — R¥ parametrizacién de M con p € X(U) tal
que f o X : U — R es diferenciable.

A partir de esta definicién, podemos definir objetos méas abstractos que las variedades
regulares sobre los que dar sentido al concepto de diferenciabilidad.

Definicién 4.13. Se llama variedad diferenciable de dimensién 7 a un conjunto M" junto
con una familia D = {(U;, ¢;),i € I} verificando:

1. {U;};c; es un recubrimiento abierto de M.

2. Existe n € N tal que para todo i € I la aplicacién ¢; es un homeomorfismo U; — O;,
donde O; C IR” es un abierto.

3. Si Ujj == U;NU; # 2, la aplicacién ¢ o ¢; ' : ¢;(U;;) — ¢j(Uy;) es un difeomorfismo.
4. La familia D es maximal con respecto a las condiciones anteriores.

A un par (U, ¢) se le llama entorno coordenado o carta de la variedad y a un recubrimiento
(no necesariamente maximal) { (U}, ¢;),i € I} de M por cartas se le llama atlas de M.

Ejemplo 4.4. La esfera S" = S"(0,1) C R**!. Un atlas sobre S compatible con la estructura
diferenciable canénica viene dado por A = {(U,¢;") : i = 1,...,n+ 1}, donde U :=
{(x1,...,xy41) €8" : £x; > 0} y

¢ii tUF 5B = {x e R": ||x]| <1}, ¢F(x1, -, Xnp1) = (X1, 0o, Xi1, Xit 1, o Xng1)-
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llli C 2 es abierto en 5" paratodoi=1,...,n+1,
1 1y7—
S" = (U?i’l U;r) U (U?Il u-)

y ¢ : U¥ — B" es un homeomorfismo con inversa (¢7°) ™' : B" — U,

n
@) e yn) = (1o yii, £, | 1— Zy]z, Yii1,---,Yn) paratodoi=1,...,n+1.
=1

]

Los cambios de carta son diferenciables (funciones polinémicas y radicales).

Ejemplo 4.5. El espacio proyectivo real n-dimensional RP". La topologia de RIP" es la
cociente para la proyeccién IT: R**1\ {0} — RIP". Para cadai € {1,...,n + 1} el conjunto

Oi={(x1,...,xp41 € R"*1: x; # 0} es Il-saturado.

Por tanto, U; = IT(O;) es abierto en RIP", con U ,U; = RIP". La aplicacion

X1 Xi—1 Xit1 Xn+1)
e, , P

U R" I1 = :
¢: U — ’ <P( (x1, ’x”“)) (xi' Xi Xi i

4

estd bien definida, es continua, y su inversa
-1 . pn -1 _
(Pi 'R —>Ul-, 4)1» (xl,...,xn)—H(xl,...,xi,l,l,xiﬂ,...,xn)

es también continua, por lo que ¢; es un homeomorfismo para todoi =1,...,n + 1. Los cam-
bios de cartas son claramente diferenciables. La familia de homeomorfismos A = {(U;, ¢;) :
i=1,...,n+ 1} es un atlas en RIP".

La definicién que dimos de espacio tangente a una variedad regular depende del ambiente
euclideo R¥ que contiene a la variedad M, por lo que no puede extenderse a variedades
diferenciables abstractas. Necesitaremos conocer las curvas diferenciables y el dlgebra de
las funciones diferenciables sobre M, que s6lo dependen de la estructura diferenciable, para
darle sentido a un concepto de vector tangente como derivacién sobre C®(M).

Definicién 4.14. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto. Un vector tangente v
en p a M es una derivacién en el dlgebra C;’(M), esto es, es una aplicacién v : C;>(M) — R
satisfaciendo:

1. v es lineal, esto es, v(Af + pg) = Av(f) +puo(g) Vf,g € CX(M), A, p € R.
2. v cumple la regla del producto: v(f - g) = f(p)v(g) + g(p)o(f) Vf,g € C;7(M).

El conjunto de los vectores tangentes en p a M es un espacio vectorial con la suma y multi-
plicacion por escalares de derivaciones, y serd denotado por T, M.

Proposicién 4.3. Sean M" una variedad diferenciable. (U, = (x1,...,xn)) una carta en M y
p € U un punto. Entonces para todo v € T, M se tiene que

0

n
v=) v(xj) =—
]; 7 o]
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4.3. Variedades diferenciables

En consecuencia el conjunto de derivaciones

9
8x1

9
=

y

es una base de T, M, que llamaremos inducida por la carta (U, ¢ = (x1,...,X,) en el tangente en
p € U; en particular dim(T,M) = dim(M).

By(p) == {

Definicién 4.15. Una curva diferenciable en una variedad M es una aplicacién diferenciable
a: I — M, donde I C R es un intervalo abierto. Si a(ty) = p, to € I, la aplicaciéon

. d
&(t) : C¥(M) = R, (to)(f) := —| (foa)(t) = (fou)(t)
to
es una derivacién en T, M llamada vector tangente de « en f.

Proposicién 4.4. T, M es el conjunto de los vectores tangentes a curvas diferenciables en M pasando
por p, esto es,

T,M = {a/(to) : « : I — M diferenciable, ty € Iy a(tg) = p}.
Sea M una variedad diferenciable n-dimensional.

Definicion 4.16. El fibrado tangente a M es el conjunto

T™ = |J T,M,
peM

donde los conjuntos {T,M : p € M} son disjuntos dos a dos.

Definicién 4.17. Un campo de vectores en M es una aplicaciéon X : M — TM tal que
7o X = Idy. Denotaremos por X, = X(p) al representante del campo X en el punto p € M.

Un campo X sobre M es diferenciable en un punto p € M si la aplicacién es diferenciable
en p. Denotaremos por X(M) al conjunto de los campos diferenciables en todo punto de M.
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En este capitulo, introduciremos las variedades pseudo-riemannianas, definiremos el tensor
de curvatura y veremos los conceptos de geodésicas y aplicacién exponencial, comentando
algunas de sus propiedades y ejemplos.

En primer lugar, definiremos las variedades pseudo-riemannianas. No obstante, necesi-
tamos previamente la definiciéon de métrica pseudo-riemanniana, que serd un campo de
tensores de tipo (2,0) simétricos.

Definicién 5.1. El fibrado de los tensores de tipo (2,0), 0 < r,s, se define como

(M) = | T2 (T,M).

peEM

Los elementos de 7, (M) se denotan por Y, € T(T,M). Representaremos por 7 :
TX(M) — M, nt(Yp) = p, a la proyeccién natural.

Definicién 5.2. Un campo de tensores Y de tipo (2,0) sobre una variedad diferenciable M,
es una correspondencia que asocia a cada punto p € M un tensor Y € T (M). En otras
palabras, 7 oY = Idy. En términos de aplicaciones, Y es una aplicacién de M a 7,’(M).
Denotaremos por Y, = Y(p) al representante del tensor Y en el punto p € M.

Un campo de tensores Y de tipo (2,0) sobre M se dird diferenciable en un punto p € M si
la aplicacién Y : M — T(M) es diferenciable en p. Denotaremos por

M) = {Y € C°(M, T (M)) : moY = Idp}

al conjunto de los campos tensoriales de tipo (2,0) sobre M diferenciables en todo punto de
M.

Definicién 5.3. Un campo de tensores Y : M — T, (M), se dice simétrico si Y, € S(T,M)
para todo p € M, con S»(T,M) denotando el espacio vectorial de tensores simétricos de
orden 2 en el espacio tangente T, M.

Los campos de tensores simétricos sobre M se pueden presentar como secciones de su
fibrado natural, a saber, el de los tensores simétricos de orden 2:

S (M) = | S (T,M).
peM

Denotaremos por
Sa(M) = {Y € C®(M,Sy(M)) : oY = Idp} = {Y € T3(M) : Y simétrico}.
El conjunto G, (M) es un espacio vectorial y un médulo sobre el anillo C*(M).

Definicién 5.4. Un campo de tensores ¢ € S,(M) se dird una métrica sobre la variedad M.
Una métrica g sobre M se dira:
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5. Variedades pseudo-riemannianas

» Riemannianasi g, € S>(TpM) es euclidea para todo p € M.
» Lorentzianasi g, € S>(T,M) tiene signatura (n —1,1) para todo p € M.

» Pseudo-riemannianasi g, € S;(T,M) tiene signatura (r,5), con 0 < 7 < r +s = n para
todo p € M.

Definicién 5.5. Una variedad pseudo-riemanniana es un par (M, g¢) formado por una varie-
dad diferenciable M y una métrica pseudo-riemanniana.

Definicién 5.6. La norma de un vector v € T, M en una métrica pseudo-riemanniana g se
define como

[oll = /18 (v, v)].

Definicién 5.7. Clasificamos las curvas ¢ : I — M, siendo I un intervalo real, segtin el
carécter de sus vectores tangentes en cada punto:

» Espacial: Una curva vy se dice espacial si, para todo vector tangente /() de v, (7' (t), 7/ (t)) >

0, es decir, si todos sus vectores tangentes son espaciales.

» Temporal: Una curva 7 se dice temporal si, para todo vector tangente 7/(t) de 7,
g(v'(t),7(t)) <0, significando que todos sus vectores tangentes son temporales.

» Luminosa: Una curva vy se dice luminosa si, para todo vector tangente 7/(t) de v y
v (t) #0, g(+'(t),7(t)) =0, indicando que todos sus vectores tangentes no nulos son
luminosos.

s Causal: Una curva 7 se dice causal si es temporal o luminosa.

Esta clasificacién depende estrictamente del comportamiento de la métrica g con respecto a
los vectores tangentes a la curva en la variedad.

Ejemplo 5.1. El espacio de Lorentz-Minkowski, denotado como IM”, es el escenario funda-
mental de la teoria de la relatividad especial. Se puede definir como el conjunto R"” equipado
con la métrica de Lorentz g, donde

n
gL(xy) = —x1y1 + ) _ Xy,
i—2

para vectores x,y € IR". Esta métrica define una estructura lorentziana en RR", donde el
tiempo y el espacio se tratan de manera asimétrica. El espacio de Minkowski es fundamental
para la formulacién matemadtica de la fisica en cuatro dimensiones, donde una dimensién
corresponde al tiempo y las tres restantes al espacio [O'N83].

Ejemplo 5.2. El espacio de De Sitter se define como:
d+1

oL, ={xe R i g(x,x)p =—x}+ Y 22 =a®} cona € R\ {0}
i=2

donde g7 es la métrica de Lorentz en R?*!. Este conjunto Q}LZ es una subvariedad de R%*1
equipada con la métrica inducida por g7, que hereda una estructura lorentziana.
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5.1. Tensor de curvatura

5.1. Tensor de curvatura

Toda métrica, ya sea riemanniana o pseudo-riemanniana, tiene una conexién afin candnica-
mente asociada que permite derivar campos vectoriales y, a partir de ellos, cualquier tipo de
campos tensoriales sobre la variedad.

Teorema 5.1. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana. Entonces existe un tinica conexién afin
V(= Vy), es decir, una aplicacion V : (M) x X(M) — X(M), (X,Y) — VxY, C*(M)-lineal
en el primer argumento y R lineal en el segundo que ademds satisface que Vx(fY) = X(f)Y +
fVxY Vf € C®(M), que cumple:

1. Es libre de torsion, lo que significa que

VxY = VyX =[X,Y], VX,Y € X(M),

donde [X, Y] es el corchete de Lie de los campos vectoriales X e Y.

El corchete de Lie de dos campos de vectores diferenciables X e Y sobre una variedad M se define
como el inico campo de vectores que satisface [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)).

2. Paraleliza a la métrica,
X(g(Y,Z2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) VX,Y,Z € X(M),
donde X(g(Y, Z)) denota la derivada de (Y, Z) a lo largo del campo vectorial X.
Esta conexion afin, V, se le conoce como la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica g.

En particular, si (U, ¢ = (x!,...,x")) es un entorno coordenado y 9;(= 9/9x’) denota el
i-ésimo campo vectorial coordenado, es posible obtener los simbolos de Christoffel va,.aj de
V, esto es, las componentes de V;,0; en la base {9;}:

n
_ k
Va,0i = ), Tide
k=1
entonces
K _ly u
Tij=35 z; 8§ (9igji + 9;81i — 918ij). (5.1)

donde g* es el componente inverso de la métrica g, y Ffj son los simbolos de Christoffel.

Definicién 5.8. Definimos el tensor de curvatura R, un tensor de tipo (3,1), en los campos
vectoriales por

R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ—VixyZ, YX,Y,Z € X(M).

Podemos expresar las componentes del tensor de curvatura en términos de los simbolos
de Christoffel:

Rij = T} — 9T + T, — TiT ), [KS24b] (5.2)

jm:
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5. Variedades pseudo-riemannianas

Sea V la conexion de Levi-Civita de la métrica pseudo-riemanniana g, podemos construir
el tensor de curvatura 4-covariante:

R(X,Y,Z,W) :=g(R(X,Y)Z,W).
Estos tensores presentan las siguientes simetrias:

1. R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W

N

( )
. R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, Z)
3. R(X,Y,Z,W) = —R(Z,W,X,Y)

R( )

4 R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =

5. (V2R)(X,Y) + (VyR)(Z,X) + (VxR)(Y,Z) = 0

Las tinicas contracciones, no necesariamente nulas, del tensor de curvatura se conocen
como el tensor de Ricci, Ric, y la curvatura escalar, S. El tensor de Ricci es un tensor simétrico
2-covariante que se obtiene como la contraccién con respecto a los tltimos indices del tensor
de curvatura:

n I3
Ric(Y,Z)(p) := trazaR(-,Yp)Z, = Z g¢(R(9; Bilp, Yp)Zp, 9ilp) = Y &"R(9ilp, Yp, Zp, 3ilp)-
i,j=1 ij=1

La curvatura escalar S es la contraccién métrica del tensor de Ricci:

Zg ch8|p,8|)
i,j=1

Definicioén 5.9. Si ¢ es una métrica riemanniana y IT = (u,v)r € Ty M es un plano del
espacio tangente de M en p, se define la curvatura seccional de I como:

R(u,v,0,u)
<, 10)8(0,0) — g (u, 077"

Ks(IT) =

que es independiente de la base (u,v) de IT escogida, ya que sean otros dos vectores 1’ =
au + bv, v’ = cu + dv, entonces por las simetrias del tensor de curvatura se tiene que:

R, 7', 7', u') = (ad — bc)*R(u,v,v,u) Yu,v,u’,v' € T,M,p € M.
Por tanto, podemos escoger una base ortonormal de T, M y entonces
$(1,1)8(0,0) — g(1,0) = 1,
simplificando asf la definicién de curvatura seccional:
Ks(IT) = +R(u,v,0,u).

En el caso de que g sea pseudo-riemanniana, la definicién es igual salvo que solo esta
definida si el espacio tangente IT es no degenerado. Esto es debido a que si g|1 es dege-
nerado, entonces Q(u,v) = g(u,u)g(v,v) — g(u,v)?> = 0. De hecho, se tienen las siguientes
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5.1. Tensor de curvatura

equivalencias:

Q(u,v) >0 <= g|n es definida positiva o definida negativa
Q(u,v) =0 <= g|1 es degenerada
Q(u,v) <0 <= g es indefinida

En el caso de que I1 sea un plano degenerado, podemos definir la signatura de la curvatura:

+1 si R(u,v,0,u) >0
N(II) =20 si R(u,0,0,u) =0
—1 si R(u,v,0,u) <0

Sea una variedad pseudo-riemanniana (M,g). Vamos a estudiar qué ocurre para una
subvariedad diferenciable (M, g), M C M, con g = j*g, siendo j : M — M la inclusién y j*3
el pullback de la métrica g a través de la inclusién j. Esto significa que la métrica g en la
subvariedad M es la métrica inducida de la métrica g en la variedad ambiente M, es decir, si
p € My v,w € T,M son vectores tangentes en M en el punto p, la métrica inducida g en M
se define por:

8(v,w) = g(dj(v),dj(w)),

donde dj es el diferencial de la inclusién j, que lleva vectores tangentes en M a vectores
tangentes en M.

Definicién 5.10. Definimos un M-campo vectorial en M como X un campo vectorial en
j:M— M,estoes, X: M — TM tal que 7570 X = j.
De igual forma a como lo hacfamos en Def. 4.17,

X(M) ={X € C®(M, TM) : X es un campo vectorial sobre j}.

Destacamos las siguientes observaciones.

Observacion 5.1. 1. X € X(M) asigna a cada punto p € M algtn X, € T,M de una
forma diferenciable. Para todo f € C*(M), X(f) € C*, por tanto, X(M) es un C*(M)-
moédulo y X(M) es un submédulo de X(M). Ademads, si X € X(M), entonces X[y €
X(M).

2. Sea M una subvariedad pseudo-riemanniana, por definicién §|T,, M = j*g(p) es no
degenerada y por tanto, T,M C T,M y T,M~ son no degenerados. Esto implica que

A — L
T,M = T,M & T,M".

Ademds, la dimensién de T,M~ es la codimensién de M en M. Al indice de | T, ML S€

le conoce como coindice de M en M:
ind(M) = ind(M) + coind(M).

Definicién 5.11. A un campo vectorial Z se le dice normal a M si Z, € T,M* Vp € M.

El conjunto de todos estos campos vectoriales, X(M)~ es un C®(M)-submédulo de X(M).
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Proposicién 5.1. La conexion inducida V : X(M) x X(M) — X(M) de M C M cumple las
siguientes propiedades para V,W € X(M), X,Y e X(M) y f € C=:

1. VyXes C®(M)-lineal en V.
2. VyX es R-lineal en X.
3. Vv(fX) = V(f)X + fVvX.
4. Es libre de torsion, es decir: VyW — NV = [V, W], donde [V, W] es el corchete de Lie.
5. Paraleliza la métrica, V(¢(X,Y)) = ¢(VyX,Y) + g(X, VyY).
Definicién 5.12. La funcién I1 : X(M) x X(M) — X+ definida como
II(V,W) = (VyW)*,
es C*(M)-bilineal y simétrica, se le conoce como segunda forma fundamental de M en M

Teorema 5.2. (Ecuacién de Gauss). Sea M una subvariedad pseudo-riemanniana de M con tensores
de curvatura R y R, respectivamente. Entonces VV, W, X,Y € X (M)

(RywX,Y) = (RywX,Y) + (II(V,X), II(W,Y)) — (II(V,Y), I[I(W, X)),
donde I1 es la sequnda forma fundamental de M en M.
Veamos algunos ejemplos de tensores de curvatura para distintas variedades.

Ejemplo 5.3. Consideremos R” con la métrica euclidea gr(x,y) = Y1 ; x;y;. Expresada con
deltas de Kronecker:

8E; = 9ijs
con b;; =0sii #j,yd; =1sii=j. Como todas sus componentes son constantes, todas sus
derivadas parciales son cero:

0igE; = 9j8kil = 9i8E,; = 0.

Por la ecuacién (5.1), se tiene que los simbolos de Christoffel también son nulos

1
k Kkl
Lij = 78 (9igj1 + 9811 — 918ij) = 0.
Finalmente, sustituyendo en la expresién (5.2), obtenemos que:
I
Rl-]-k =0.

Por tanto, como era de esperar, el tensor de curvatura R para cualquier plano en R” con la
métrica euclidea es cero.

Otra forma de verlo es la siguiente. La conexiéon de Levi-Civita en este caso es VxY =
dY(X). De lo que obtenemos que si X, Y, Z € X(R"), entonces

VyZ = ZdeZ(e]-), vayz = ZXZdY](EZ)dZ(é’]) + ZXin(d2Z) (81‘, Ej),
i ij ij
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donde {ey,...,e,} esla base candnica de R" y X = Y_; X;e;, Y = }; Y;e;. Por tanto,

VxVyZ - VyVxZ = Z[deY](el) - YidX]-(ei)]dZ(ej).
ij
Ademés,
VixnZ = L Vxe,ve)Z
L]

vai@i(yj (X Z Z XdY e,) YidX]-(el-)}dZ(ej).
2]

Por lo que finalmente tenemos que R(X,Y)Z =0 VX,Y,Z € X(R").

Ejemplo 5.4. Sea la esfera S> = {s = (x,y,z) € R®: g¢(s,s) = x> + y?> + 22 = r} de radio r,
con la métrica euclidea inducida de R>.

La conexién de Levi-Civita es
(VXY)p = de(Xp) + (Xp,Yp>p
Deducimos que
VxVyZ = vayZ + X(<Y, Z))p + <Y, Z>X + <X, dZ(Y)>P/

donde V es la conexion de Levi-Civita de (R3,¢r = (-,-)). Si cambiamos X por Y y usando
que Vixy|Z = Vx,y)Z + ([X, Y], Z)p, obtenemos que

R(X,Y)Z=(Y,Z)X — (X,2)Y, VX,Y,Z € X($?).

Ejemplo 5.5. Sea el espacio de Sitter definido como:
d+1
Qiz ={xe R™: g(x,x)p = —x% + le?:,XZ ,
i=2

donde g(x,x)r es la métrica de Lorentz. Para el espacio de Sitter, utilizamos la conexién
inducida desde R**! con la métrica de Lorentz:

(VxY)p = dYp(Xp) + (Xp, Yp)1p-

En R9*1 con la métrica de Lorentz, el tensor de curvatura es cero, es decir, R(X,Y)Z =

El gradiente de la funcién f(x) = —x? + ZdH 2e

a+1
rad(f) =2 ) xi—
g Z 1 a
El vector normal unitario al espacio de Sitter es:

d

+
[uny

v(x) = ai

|
F
=
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La segunda forma fundamental II(V, W) se expresa como:

1 (V, W)y,

VW) =—

donde (-, -) es la métrica de Lorentz.
Utilizamos la ecuacion de Gauss para relacionar la curvatura del espacio de Sitter con la
curvatura del espacio ambiente R+

<R912(V' W)X, Y) = (II(V,X),II(W,Y)) — (II(V,Y), II(W, X)).
Sustituyendo II(V, W) en la ecuacién anterior, obtenemos:
(Ror, (V,W)X,Y) = = ((V, X)W, Y) = (W, X) (V. V)
Finalmente, el tensor de curvatura del espacio de Sitter es:

Rg, (V, W)X = % (V, X)W — (W, X)V),

donde (-, -) es la métrica de Lorentz.

Observacion 5.2. Algunos de los teoremas que no se cumplen para el caso pseudo-riemanniano
son los siguientes:

1. No es verdadero que toda variedad diferenciable admite una métrica pseudo-riemanniana
de una signatura dada (véase [O'N83, Cap. 5, Prop. 37]). Por ejemplo, la 2-esfera no
admite ninguna métrica pseudo-riemanniana de signatura indefinida.

2. Una subvariedad no siempre hereda la estructura de una variedad pseudo-riemanniana.
Esto se debe a que en una variedad pseudo-riemanniana, el vector tangente a una curva
luminosa tiene una longitud cero segtin la métrica pseudo-riemanniana. Esto implica
que la métrica restringida a la curva no puede ser no degenerada. Sin embargo, si la
curva es espacial o temporal, la métrica induce un tensor métrico no degenerado. Esta
caracteristica resalta una diferencia con el caso riemanniano, donde la métrica inducida
en cualquier subvariedad siempre es no degenerada.

5.2. Geodeésicas y aplicacion exponencial

En esta seccién, presentaremos el concepto de geodésica e introduciremos la aplicacién ex-
ponencial, una herramienta que nos permite establecer una relacién local entre una variedad
diferenciable M y su espacio tangente en un punto dado T, M. Empezaremos recordando la
definicién de longitud de una curva, para asi poder introducir las geodésicas en variedades
riemannianas y extender esta definicién para el caso pseudo-riemanniano. Continuaremos
describiendo algunas propiedades interesentas de las geodésicas y mostrando ejemplos
concretos. Finalmente, daremos la definicién de aplicacién exponencial, veremos sus propie-
dades mds importantes y exploraremos el caso de la familia de estudio de este trabajo. Se
han consultado principalmente los siguientes libros [O’N83, VC10]
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5.2.1. Geodésicas

Antes de introducir el concepto de geodésicas, es indispensable definir la longitud de una
curva en una variedad M.

Definicién 5.13. Sea « : [2,b] — M una curva diferenciable a trozos, su longitud desde a
hasta b (a,b € R,a < b) se define como:

L@ = [ 1),

donde || - || denota la norma respecto a la métrica ¢ de la variedad M.

Lema 5.1. La longitud de una curva diferenciable a trozos no cambia bajo reparametrizaciones mong-
tonas. Si « es una curva regular (||a’|| > 0), entonces existe una reparametrizacion h estrictamente
creciente tal que p = aohy ||B'|| = 1. Se dice que B estd parametrizada por el arco.

Definimos primero las geodésicas en el contexto de la geometria riemanniana.

Definicién 5.14. En una variedad riemanniana M, una geodésica es una curva 7 : [a,b] - M
que es un punto critico del funcional de longitud, es decir, minimiza localmente la distancia
entre puntos cercanos. Esto significa que el vector tangente 7 es paralelo a lo largo de v:

V’Y”)// =0,
donde V es la conexioén afin asociada con la métrica de M y ' es el vector tangente a .

Para extender esta definicién a variedades pseudo-riemannianas, se necesita de una moti-
vacion adicional debido a que el concepto de longitud puede no aplicarse de forma directa
(en el caso de curvas luminosas tienen longitud cero). En este contexto mas general, una
geodésica seguira siendo una curva 7 cuyo vector tangente ' es paralelo a lo largo de 7

V,y/’yl =0.

Definicién 5.15. En variedades pseudo-riemannianas regulares M C R”, una geodésica
también puede ser descrita como una curva cuyo vector de aceleracion " (t) es perpendicular
al espacio tangente T, ;)M en cada punto de la curva:

’)/”(f.) 1 T'y(t)M/ Vt € [l/'l, b]
: ¢ /o IN\T T 34
Esto es posible porque aqui V7" = (7”) ', donde (7")' denota la proyeccién del vector

aceleracion sobre el espacio tangente.

Corolario 5.1. Sea x1, ..., x" un sistema de coordenadas en V C M C R". Una curva yen) es
una geodésica de M si, y solo si, sus funciones coordenadas x* o y cumplen que
d? (x*

°7) 1o dxoy)d(xioy)
T""Z i (n) = =0 Vi<k<n

ij=1

Estas expresiones son las componentes de vy respecto a los campos de vectores coordenados 94, . . ., dy.

Gracias al Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias tene-
mos el siguiente resultado local.
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Lema 5.2. Si v € TyM, entonces existe un intervalo I que contiene al 0 y una iinica geodésica
Vpo : I — M tal que v, ,(0) = vy 7p,0(0) = p, por lo que denotaremos yp,. a la geodésica que
parte del punto p con velocidad inicial v.

Lema 5.3. Sean «, B : I — M geodésicas. Si existe a € I tal que o’ (a) = p/(a), entonces a(t) =
B(t) Vie L

Demostracion. Supongamos que « # B, entonces debe existir un fy € I tal que a(tg) # B(to).
Si ty > a, entonces el conjunto {t € I : t > ay a(t) # B(t)} tiene infimo igual a b, con b > a.
Si b = a, entonces «'(b) = B'(b). Si b > a, entonces a y B coinciden en el intervalo (a,b), y
debido a la continuidad y diferenciabilidad de «/(t) y B/ (t), se tiene que:

&' (b) = lim a/(t) = lim B'(t) = p'(b),

t—b~ t—b—

Y como a(t+b) y B(t+ b) también son geodésicas, el lema anterior afirma que « = B en
algtn intervalo alrededor de b. Pero esto contradice la definicién de b como infimo.
O

Proposicién 5.2. Para cualquier vector tangente v € T, M existe una inica geodésica vy, en M tal
que:

1. La velocidad inicial de 7yp,» es v, es decir, 7, ,(0) = v.

2. El dominio I de 7y es el mds grande posible. Si ap, : ] — M es otra geodésica con velocidad
inicial v, entonces | C Ly apy = Ypol)

Demostracion. Sea G el conjunto de todas las geodésicas 7y : [y — M con velocidad inicial
v, por el Lema 5.2 G no es vacio. Aplicando ahora el Lema 5.3, obtenemos que todo par de
geodésicas a y B en G coinciden en I, N Ig. Por tanto, G define una sola curva 7, en el
intervalo I = U, y yp,, cumple las condiciones de geodésica. O

Diremos que una geodésica 7 : [a,b) — M es extendible de forma continua si tiene
una extensién continua a una curva definida en [a,b] y diremos que es geodésicamente
extendible si tiene una extension a una geodésica definida en [a,c), con ¢ > b.

Definicién 5.16. Una geodésica 7, es maximal si no existe geodésica 7 : I — M que
extienda a 7,0, es decir, tal que I contenga estrictamente a I 'y ¥(t) = yp,0(t), Vt € I.

Corolario 5.2. Una geodésica <y : [0,b) — M es geodésicamente extendible si, y solo si, es extendible
de forma continua.

Definicion 5.17. Una curva diferenciable a trozos es una geodésica rota cuando su restriccion
a cada uno de los intervalos donde es diferenciable sea geodésica.

Lema 5.4. Una variedad diferenciable M es conexa si, y solo si, dos puntos cualesquiera de M se
pueden unir por una geodésica rota.

Demostracion. La implicacién hacia la izquierda es directa. Ahora, supongamos que M es
conexa y sea un punto p € M. Sea C el conjunto de puntos que pueden ser conectados a
p por una geodésica rota. Sea U, un entorno normal de g € M (la definicién de entorno
normal se encuentra en Subseccion 5.2.3). Si g € C, entonces U, C C. Y sig € M\ C, entonces
U C M\ C. Entonces por conectividad, M = C. O
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5.2. Geodésicas y aplicacion exponencial

Veamos algunos ejemplos de geodésicas:

Ejemplo 5.6. En IR", las geodésicas son segmentos de recta. En efecto, consideremos la curva
Ypo(t) = p +to, donde p es un punto en R" y v es un vector en R". La derivada de v, es
constante, 7}, ,(t) = v Vt € R.

Demostremos que esa curva es una geodésica. Calculamos su primera derivada:

p d
Vpolt) = a(p + tv) = v, que es constante,

por lo que la segunda derivada, 7}, (t) = £ (v) = 0. Por lo que se tiene que VoY =
'y;,’,v(t) = 0 cumpliendo asi la condicién de que 7y, es geodésica.

Ejemplo 5.7. En la esfera S?, las geodésicas son los circulos maximos. Sea la curva v en 2
definida por:

. (%
Tpo(t) = cos([[o][f)p + sin([|o][t) 7

loll”
con p es un punto de S, v € T,5%,v # 0y ||| es su norma.
Su derivada es:
Tpo(t) = =0l sin([[o]|t)p + ||v||COS(||v||f)W
y su segunda derivada:
Ypo(t) = =[oll? cos([lo]|)p — ||v|\zsm(||v||f)m = —[lol?y(t)

Como ’y;,’,v(t) es proporcional a 7y 5, la curva no tiene aceleracion tangencial, lo que significa
que V,Y;W'y;w = 0, y por tanto es una geodésica que pasa por p en t = 0 con velocidad v.

Ejemplo 5.8. Por tltimo, veamos una geodésica en una variedad lorentziana, el espacio de
De Sitter:

d+1
thz = {x € Rt g(x,x)L = fx%+ Z xl2 = 042},

i=2

donde g; es la métrica de Lorentz en R%*1,
Sea la curva 7,(t) en Q}LZ definida por:

_ [0l (el o
'yp,v(t)—cosh(a p + asinh = ) Tl

donde p es un punto en Q! 2 VET, QaZ’ v # 0,y ||v|| es sunorma con respecto a la métrica
de Lorentz.
Su derivada es:

t
316 = L2 (B2 o conn (120 2

y su segunda derivada:

V() = <I> Cosh<|z;||t> - ||r;||2 o (Hz;ut) o
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5. Variedades pseudo-riemannianas

Usando la identidad cosh?(x) — sinh?(x) = 1, podemos escribir:

oo ol
'Yp,v(t) =2 Ypo(t).

Por tanto, al igual que pasaba en el ejemplo anterior, como 'y;,’,v (t) es proporcional a 7p,,(t), la

curva no tiene aceleraciéon tangencial con respecto a la conexién de Levi-Civita de la métrica,
. g ;. L. 1

lo que significa que V%w Ypo = 0,y por tanto es una geodésica en Q. ,.

5.2.2. Aplicacion exponencial

En este apartado definiremos y examinaremos la aplicacién exponencial. Como veremos,
provee con medios para relacionar localmente My T, M.

Definicién 5.18. Definimos la aplicacién exponencial en p € M como:
exp, : Wy CT,M — M, exp(v) = 70(1)

donde v, es la unica geodésica no extendible con velocidad en 0 igual a v (7,(0) = v), y
W) es un entorno estrellado de 0 € T, M tal que 7, estd definida en 1 para todo v € Wy;
asumiremos que W), es maximal y, por tanto, tinico. Entonces, podemos tener la siguiente
definicién de aplicacion exponencial en M:

exp: WCTM — M, exp(v)= expp(v), Yo e T,MNW,Vp € M,

donde W = Upem Wp.
La aplicac.i()n exponencial nos permite proyectar un vector v € T,M a un punto expp(v) S
M de la variedad.

Definicién 5.19. Sea p € M, W, un entorno de p donde exp,, es inyectiva y U, = expp(Wp).
Se define la aplicacién logaritmica logp : Uy — W) como la inversa de la exponencial.

5.2.3. Propiedades

1. Para cada conexién afin, la aplicacién diferenciable
(d expp)o : To(TyM) — T,M

es igual, con las identificaciones usuales, a la~1 identidad en T, M. Por tanto, podemos
encontrar un entorno estrellado del origen &/ C T, M tal que la restriccién de exp,, a
U es un difeomorfismo en su imagen U := expp(Z:{ ). Si elegimos una base B, de T,M,
obtenemos una carta (U, ) que lleva cualquier g € U en las coordenadas de exp‘;1 (9)
en la base By. A (U, ) se le llama entorno normal de p. Entonces, en coordenadas

normales en p,
rgﬁj(p) =0, Vijkel,..., n

Para una métrica pseudo-riemanniana, la base B, se asume siempre ortonormal para
8p Y, entonces,
gii(p) = €id;j, cong; = £1,
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5.2. Geodésicas y aplicacion exponencial

donde J;; es el delta de Kronecker, que es iguala 1sii = jy 0sii # j. Estas identidades
en un principio se mantienen solamente en p. [O'N83]

. Para todo p € M es posible encontrar un entorno convexo W, esto es, un entorno
normal de cada uno de sus puntos. Para todo par de puntos p,q € W existe una tnica
geodésica 7yp, : [0,1] — W que los une y estd contenida en V. Ademds, la aplicacién

WXW —TM, (p.q) — vpe(0),
es diferenciable.

. Para toda conexi6n afin, podemos hablar de puntos criticos de la aplicacion exp,, y por
tanto, podemos definir puntos conjugados a lo largo de una geodésica. Sin embargo,
las propiedades de los puntos conjugados en el caso pseudo-riemanniano difieren del
riemanniano. Por ejemplo, los puntos conjugados a lo largo de una geodésica no tienen
que ser aislados. [PTooa, MSo8, PToob]

. En general, para cualquier variedad diferenciable no es posible referirse a un punto de
corte, esto es, aquel punto a partir del cual la geodésica deja de ser la ruta mds corta
entre su punto de origen y cualquier otro punto a lo largo de la geodésica. Para una
geodésica 7 : [0,b] — M en una variedad riemanniana M, el punto 7;(t1) serd un
punto de corte si existe algtin f, > t; tal que cualquier otra curva entre p y v (t2)
tiene una longitud menor que la longitud de 7, en [0, t5].

En el caso de variedades lorentzianas y para geodésicas temporales [BEE96] o lumi-
nosas [MSo8], se conservan propiedades andlogas a las encontradas en las geodésicas
riemannianas.

. Se cumple el Lema de Gauss: si p € M, 0 # x € T,M y vy, wy € Tx(T,M) con vy
paralelo a x, entonces

gp((d expp)x(vx), (d eXPp)x(wx)) = (vx, Wx),

donde (-, -) es el producto escalar en Ty (T, M) determinado por g,.

5.2.4. Ejemplos

A continuacién, mostremos algunos ejemplos de aplicaciéon exponencial en distintas varieda-

Ejemplo 5.9. Veamos la aplicacién exponencial en R” con la métrica euclidea. Recordemos
que las geodésicas en esta variedad son de la forma v;(t) = p + tv, donde p es un punto
en R” y v es un vector en R".

La aplicacién exponencial exp,, en un punto p € IR" se define como:

exp,(v) = 70(1) = p +7o,

donde 7, (t) es la geodésica con 7v,(0) = py 7,(0) = v.
En cambio, la aplicacion logaritmica es la inversa de exp,,:

log,(q) =q—p,
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5. Variedades pseudo-riemannianas

para cualquier punto g € R".

Ejemplo 5.10. En la esfera S2, vimos que las geodésicas se definen ast:

) v
Tpo(t) = cos([[o][t)p + sin([|o]|t) Mol

con p es un punto de S, v € T,5%,v # 0y ||| es su norma.

Por tanto, la aplicacién exponencial en p € S? se define como sigue:

expp(v) =7(1) = COS(||U||)p+Sin(||U|’>rZH’

donde v, (t) es la geodésica con 7, (0) = py 7, (0) = v.

Ejemplo 5.11. Sea el espacio de De Sitter:

d+1
ol - { R gxx)y =+ Y= }
i=2

vimos que un ejemplo de geodésica era:

_ o]t (el o
Ypo(t) = cosh (zx p + asinh ol

o

donde p es un punto en Q,, v € T,Ql,, v # 0, y [|o]| es su norma con respecto a la métrica.
Ademds, se verifica que 7p,0(0) = py 7},,(0) =v
Por tanto, se define la aplicacién exponencial en un punto p € Q}, como:
w

[

exp,(v) = 7p0(1) = cosh ( HUH> p + asinh (M) v

x o lo]]”

68



6. Pseudo-hiperboloides

En este capitulo, exploramos los pseudo-hiperboloides, que son subconjuntos interesantes
de R? dotados de una métrica particular. Presentamos estas variedades regulares y diferen-
ciables, calculamos las geodésicas y las aplicaciones exponencial y logaritmica asociadas.

6.1. Variedad regular y diferenciable

Comenzamos introduciendo la métrica de ]Rg con indice g, dada por:
q d
8g(xy) = (xy)g=—) xyi+ ), xiyi
i=1 i=q+1
que define una estructura pseudo-riemanniana en RR¥.

Definicién 6.1. Los pseudo-hiperboloides son una familia de subvariedades en R? definida
como sigue:

Q% = {x € R? 1g&(x,x) =B #O},
donde B € R, si B > 0 se le conoce como pseudo-esfera y si f < 0 como pseudo-hiperboloide.

Veamos que los pseudo-hiperboloides son variedades regulares, para ello, hacemos uso de
la Proposiciéon 4.1:

Demostracién. Podemos considerar Q% como la imagen inversa en 0 de la funcién

F:R*" >R, F(p)=|pl;—8

La diferencial de F en un punto p, denotada como dF, estd dada por

(dF)p = (—2x1, —2x2,..., —2xg,2%g41,- -+, 2x4).

Es claro que dF, = (0,...,0) si, y s6lo si, p = (0,...,0), indicando que el tnico punto

critico de F es el origen, y el tunico valor que no es regular es F(0,...,0) = —B.
Por tanto, 0 es un valor regular de F, demostrando asi que la familia estd compuesta por
variedades regulares. O

A continuacién, como consecuencia de la Proposicién 4.2 los pseudo-hiperboloides son
variedades diferenciables. De hecho, toda variedad regular M" en R¥,n < k es variedad
diferenciable con atlas canénico

Ay = {(X(U), X X(U) = U) : (U, X) parametrizacion de Qf }.

Demostracion. Construyamos una parametrizaciéon para los pseudo-hiperboloides dependien-
do del signo de f:
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6. Pseudo-hiperboloides

s Caso > 0. En este caso, el conjunto forma un hiperboloide de dos hojas. Podemos
definir una parametrizacién usando coordenadas hiperbdlicas para las primeras g coor-
denadas y esféricas para las restantes d — g coordenadas:

X(up, ..., ug_1) =<\/,3—0—rzsinhu1,...,\/ﬁ—i-rZSinhut,

d—1
VrZeosiugy, ..., V12 [T sinu;icos uq+i>

i=q+2
2 _yd 2 7 2
donde r* = Y, X7 — X X}

» Caso B < 0. Este caso corresponde a un hiperboloide de una hoja y la parametrizacién
se puede dar de forma similar:

X(uq, ..., ug-1) _<\/—‘B—FT’2COShu1,...,\/—B-f—TZCOSth,

d—1
Vr2cosugyy, ..., V12 [T sinu;cos uq+i>

i=q+2

6.1.1. Métrica inducida y plano tangente

La métrica en los pseudo-hiperboloides Qz es la inducida por la métrica pseudo-riemanniana
gq de RY. La métrica inducida en cada punto p € Q‘Z3 es la restriccién de g, al plano tangente
en p.

El plano tangente T, Q% en un punto p € Qg se describe como:

TPQZ = {veR": g;(p,v) = 0}.

Probamos que este plano tangente se identifica con un plano afin de ]Rg con normal el
vector de posiciéon. El plano afin de ]Rf; que es tangente a Qz se describe como p + T, QZ. El
vector p actia como vector normal debido a que por definicién, cualquier v € T) Qz verifica

que g;(p,v) = 0. Sabemos que g;(p, p) = B, por lo que podemos discutir la causalidad de
este vector normal segtn el signo de f§:

» Si B > 0 (pseudo-esfera), p es un vector espacial porque g,(p, p) > 0.

» Si B < 0 (pseudo-hiperboloide), p es un vector temporal, ya que g, (p, p) < 0.
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6.2. Tensor de curvatura

6.2. Tensor de curvatura

6.2.1. Segunda forma fundamental y conexion de Levi-Civita

Para calcular la segunda forma fundamental y derivar la conexién de Levi-Civita en Q%,
observamos que el vector normal unitario en p viene dado por:

La segunda forma fundamental /I en un punto p para dos campos vectoriales tangentes X e
Y se calcula como la proyeccién de la derivada covariante de Y en la direcciéon de X sobre el
vector normal v(p):

I(X,Y) = (VxY,v(p))v(p).

Dado que en ]Rg la conexién Levi-Civita es la derivada usual porque la métrica g; no depende
de g (de forma andloga al E,j. 5.3), VxY simplifica a la derivada parcial de Y en la direccién de
X. Por lo tanto, VY serd la proyeccién de g—}g sobre el plano tangente a Q%. La componente
de VxY perpendicular al plano tangente es precisamente II(X,Y). Esta componente es la
aceleracién normal de Y cuando se mueve en la direccién de X, y se obtiene de la siguiente
forma:

XY
(X, Y) = Mv(p).
Bl
La conexién de Levi-Civita en Q% se obtiene restando la componente normal a la derivada
usual:
(X, Y)

(VxY)p = dp(X,) = So=p.

6.2.2. Tensor de curvatura

Aplicamos la ecuacién de Gauss para obtener el tensor de curvatura:

gq(RQZ(V' W)X, Y) = g,(II(V,X), II(W,Y)) — g;(II(V,Y), II(W, X)).
Sustituyendo II(V, W) en la ecuacién anterior, obtenemos:
8a(Rgy (V. W)X,Y) = & (83(V, X)g3(W, Y) = y(W, X)35(V. V).
Por tanto, el tensor de curvatura es:

Roy (V, W)X = ; (34(V, X)W — g (W, X)V).

6.2.3. Curvatura seccional

Para finalizar esta seccién, veamos que la curvatura seccional de cada plano es constante.
Dado un plano generado por los vectores V'y Wen T, Qg, la curvatura seccional K(V, W) se
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6. Pseudo-hiperboloides

define como:

8q(V,V)gq(W, W) — g4(V,W)2'

K(V, W) =

Sustituyendo el tensor de curvatura calculado, obtenemos:

1
B qu(gq(V/V)W—gq(W/V)V/W) B
KVW) = = V, Vg (W, W) — g, (V, WE

_ % (89(V. V)gg(W, W) —gq(V,W)?) 1

$(V,V)ggW, W) —g,(V,W)2 B’

Por lo tanto, la curvatura seccional de cada plano en Q% es constante e igual a %

6.3. Geodésicas y aplicacion exponencial

En esta seccién presentaremos las geodésicas que existen en los pseudo-hiperboloides y
daremos la definicién de las aplicaciones exponencial y logaritmica en este caso.

Comencemos por las geodésicas. Las geodésicas de Qg son una combinaci6n de los casos
hiperbdlicos, planos y esféricos. La naturaleza de la geodésica 7y, depende del signo de
(v,v),. Para todo t € R, la geodésica 7, de Q% con f§ < 0:

cosh (t v <v’v>") x4+ YL ginh (t <v’v>q) v si(0,0)3>0

|| ACE N
Tro(t) = ¢ x + 1o si (0,0), =0
cos (tT;%) x4+ —<‘vﬁ,|v>q sin <tT;v>'4> v si(v,0) <0

Demostremos que es una geodésica en cada caso:

Caso 1: (v,v); > 0.

, t/ (o,
Primera derivada: 7} ,(t) = 1/|B|sinh (t(z;‘[;'))q) X+ MCOSh (<T;>‘7) 0,

Segunda derivada: 7Y ,(£) = (v, 0)gVx0(t).

Caso 2: (v,v); = 0.

Primera derivada: 7, ,(t) =

o,
Segunda derivada: 7% ,(t) = 0.

72



6.3. Geodésicas y aplicacién exponencial

Caso 3: (v,v),; < 0.

Primera derivada: 7, ,(t) = —\/T/?%Sin W X+ \/mCos t\/? —(vv, v)q

Segunda derivada: ) ,(t) = —(0,0)47x,0(t).

Como ya vimos anteriormente, x es ortogonal a cualquier vector en Ty QZ bajo la métrica

gq, ya que (x,y); = 0 para todo y € Ty QZ.

Para los casos 1y 3, 'y;’,v(t) es proporcional a ., esto es, la curva no tiene aceleracién
tangencial, lo que significa que V., | ')/;,,U = 0. Por tanto, es una geodésica que pasa por x en
t = 0 con velocidad v.

Para el caso 2, es una linea recta en la direccién del vector v. La aceleracién es cero,
lo que confirma que x,(t) = x + tv es una geodésica sin aceleracion tangencial, y que

/ —
Vot Yoo = 0.

Geodésica v v con (p,v)q > 0
Geodésica 7 v con (p,p)q < 0

Geodésica 7 v con (p,v)g =0

Figura 6.1.: Ilustracion de los tres tipos de geodésicas de un pseudo-hiperboloide. Imagen
modificada de [LS21].

En el pseudo-hiperboloide QZ definimos la aplicacién exponencial en un punto x € Q%

como exp, : Ty Qg — M, epr(U) = ’Yx,v(l)-

cosh ( <7|];>) x+ \/\i% sinh ( \}%@) v si(ov,0)>0
exp,(v) =< x+v si (v,v) =0
cos ( v _<v'v>) X+ VIl sin < v _<v’v>> v si(v,0) <0

1Bl V- (0o) Bl
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6. Pseudo-hiperboloides

Definimos ahora la aplicacién logaritmica log, : Uy — Ty Q% (log, = exp, 1):

cosh™!( <x’g>q ) (xy) (x,y)
(v — 5Hx) si ol < -1
\/(%)2_1 B |;3‘
log,(y) = {y—x 3t <x|'ﬁy\>q =1
Ccos 1(<x/g>l/7) (y <x1y>qx) si (x,y)q c (_1 1)
Jiop P ’ ’

(=‘%£\.

Figura 6.2.: Aplicacion exponencial y logaritmica en el pseudo-hiperboloide. Imagen modifi-
cada de [LS21].

Para terminar este capitulo, veamos cudndo dos puntos x,y € Q% pueden ser conectados
mediante una geodésica. La aplicacién exponencial en el punto x se define como exp,.(v) =
Yx,0(1). Para que y = exp,(v), debe ser log,(y) = v. Pero log, (y) solamente estd definido

<x‘g|>‘7 <1, es decir, si (x,y)q < |B]. Si (x,y)q >

y = exp,(v), lo que implica que no hay una geodésica que conecta x e y.
El conjunto de todos los puntos y que pueden ser conectados a x mediante una geodésica
se denomina el entorno normal de x, y se denota Uy:

U ={y € Qg S y)e < B}

si B, no existe un vector tangente v tal que
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7. Distancia intrinseca en variedades
pseudo-riemannianas

Este capitulo comenzara con la definicién de la distancia geodésica en variedades rieman-
nianas y se probard que cumple las propiedades de distancia para todo par de puntos
de la variedad. En cambio, no sera posible definir una distancia similar en las variedades
pseudo-riemannianas, debido a la existencia de curvas luminosas. Por tanto, definiremos dos
alternativas: la distancia lorentziana y la pseudo-distancia, a pesar de que ninguna de ellas
satisface todas las propiedades para ser distancia.

La primera, como su nombre indica, se introduce para variedades lorentzianas. Por otro
lado, daremos dos soluciones distintas para definir una pseudo-distancia para los pseudo-
hiperboloides. Las referencias consultadas para este capitulo han sido [O’N83] y [KS24a]

7.1. Distancia geodésica en variedades riemannianas

Definicién 7.1. Sea I/ un entorno normal de x € M con M una variedad diferenciable con
métrica g. La funcién radio ry : Uy — R se define como:

re(y) = llexp ' (W)lls = [l log, (),

donde || - [|¢ es la norma asociada a la métrica g en x.

Lema 7.1. Si 0y es la geodésica desde x a y € Uy con v =log . (y), entonces la longitud de arco de
Oxp es igual a ry(y).

Demostracion. Si oy, ,(0) = v, entonces sabemos que v = exp,, 1(p). Y como |¢’| es constante,

1 1
Lowa) = [ 110/ lsds = [ ollgds = lollg = re(p)

O

En esta seccién, consideramos M una variedad riemanniana, donde su métrica ¢ dota a
cada espacio tangente con un producto escalar asociado. Definimos la norma en T, M como
~ _ _ 1/
7(0) = llolly = (v,0)g
r=7*fo exprjl es diferenciable en todo punto excepto en p. Sea § la funcién que asigna a

2, entonces en cualquier entorno normal Uy, de p la funcion radio

cada vector en TyM su norma al cuadrado, es decir, §(v) = ||v||§ Sig=4go exprj1 en Uy,
entonces q(y) = || exp;1 ()]l § Sea P el campo de posicion vectorial local cerca de p, esto es,

P(y) = exp;l(y) para y € Uy, entonces

IPllg = (P,P)/* = Vg =r.

Por tanto, definimos U = P/r como el campo vectorial unitario en U, \ {p}. Ademas, el
gradiente de r es U en U, \ {p}. [O'N83, Cap. 5]
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7. Distancia intrinseca en variedades pseudo-riemannianas

Lema 7.2. Sea U, un entorno normal de un punto p € M. Si q € U)p, entonces la geodésica
0 :[0,1] — U, desde p a q es la tinica curva mds corta en desde p hasta q en U,.

Demostracion. Por el Lema 5.1 la unicidad de o sera salvo reparametrizaciones monétonas.
Sea a : [0,b] — U, una curva desde p hasta g. Primero, probaremos que:

L(a) > L(0)

y después veremos que si se da la igualdad, entonces « es una reparametrizacién monétona
deo.
Descomponemos ' en componentes paralelas y perpendiculares a U, el campo vectorial
unitario:
o = (a',U);U+N,

donde N es el campo vectorial en a ortogonal a U. Para t = 0, tomamos U = &/(0) y N = 0.
Entonces
la'llg = [, U)G + (N, N)g |2 = (o, U)g -

Para demostrar que U es el gradiente de r, consideramos que r esta definida como r =
o exprjl. El gradiente de 7, Vr, en cualquier punto x # p dentro de Uy, apunta en la direccion
del incremento méximo de r. Como exp,, lleva las curvas de T, M a geodésicas de M, y Vr
en M es tangente a estas geodésicas. Por definicién, U = g, donde P es la posicién vectorial
desde p a un punto en Uy, es precisamente este vector unitario tangente a la geodésica,
apuntando en la direccién de aumento de .

Por ser U el gradiente de r, tenemos que (a/,U), = d(:;;“), por el Teorema Fundamental

del Calculo: )
= /O [l (£)[|gdt > r(a(b)) —r(a(0)) = r(q),

y por el Lema 7.1, r(q) = L(0).
Supongamos ahora que L(x) = L(c), entonces las desigualdades anteriores se vuelven
igualdades, implicando:

dr

N=0, dt

= (@, U)g = {2, U)g| > 0.

Por lo que o/ = d—ll probando que « es monétona a lo largo de la geodésica o desde p a g.
o (3

De hecho, a(t) = uuk )
O

Definicién 7.2. Para todo par de puntos p y q de una variedad riemanniana conexa M,
definimos la distancia riemanniana desde p hasta g como

d(p,q) = infimo{L(x) : « € Q(p,9)},

donde Q(p,q) es el conjunto de todas las curvas diferenciables por partes desde p hasta g en
M.

Sea un punto g € M y € > 0, al conjunto N¢(g) de puntos p € M tales que d(q,p) < €, se
le conoce como entorno de radio € de g en M. Con estas nuevas nociones, podemos fortalecer
el lema anterior.
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Proposicién 7.1. Dado un punto p € M.

1. Para € > 0 suficientemente pequeiio, Ne(q) es normal, esto es, cada punto p en Ne(q) puede
ser alcanzado desde q mediante una iinica geodésica que es minima dentro de este entorno.

2. Sies Ne(q) normal, la geodésica o de g a p € Ne(q) es la tinica curva mds corta en M de g a
p. En particular,

L(e) =r(p) = d(q, p)-
La distancia introducida, d, cumple las propiedades de distancia:

Proposicion 7.2. Sea d la distancia riemanniana de una variedad riemanniana conexa M, d : M x
M — R, para todo p,q,v € M cumple:

1. d(p,q) >0,y d(p,q) = 0si, ysolosi, p=q.
2. d(p,q) =4d(q,p)

3. d(p.q) +d(p,r) = d(p,r)
Ademds, d es compatible con la topologia de M.

Demostracién. Las primeras dos propiedades son triviales, excepto que d(p,q) =0 = p =
q. Si p # g, entonces ya que M es Hausdorff, existe un entorno normal U, de p que no
contiene a g. La prueba de la anterior proposicién muestra que U, contiene un entorno de p
de radio €, por lo que d(p,q) > € > 0.
Para probar la desigualdad triangular, sea € > 0, elegimos &« € Q(p,q) y B € Q(q,r) tal
que
L(x) <d(p,q)+e y L(B) <d(qr)+e.

Concatenando « y B obtenemos una curva v € Q(p,r) que cumple
d(p,r) = L(7) = L&) + L(B) < d(p,q) +d(q,7) + 2¢,

y como € es arbitrario el resultado se cumple.

Como todo entorno de un punto de M contiene un entorno de radio €, y al ser estos tltimos
abiertos de M, la métrica M es compatible con la topologia de M, esto es, un subconjunto V
de M es abierto si, y solo si, para cada p € V existe un € > 0 tal que N(p) C V. O

La compatibilidad de d significa que los entornos de radio € pueden verse de forma simi-
lar que en un espacio euclideo. Por ejemplo, una sucesién de puntos {p;} en M converge a
p € M si, y solo si la sucesion {d(p, p;) } converge a 0 € R.

Por definicién de la distancia riemanniana, una curva ¢ de p a g en M es la curva més
corta que une py q si, y solo si, L(¢) = d(p,q). En caso de que exista dicha curva, diremos
que ¢ minimiza la longitud de arco desde p hasta g, o simplemente que ¢ es minimizante.

Corolario 7.1. En una variedad riemanniana, una curva minimizante x de p a q es una reparametri-
zacién mondtona de una geodésica (no rota) desde p hasta q.

Demostracién. Podemos descomponer el dominio I de « en subintervalos I; tal que a; = &|j,
cae en un conjunto anierto convexo, ademds podemos asumir que «; no es constante, pues
si lo fuera podriamos unir I; con un subintervalo adyacente. Al ser «; minimizante y por la
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7. Distancia intrinseca en variedades pseudo-riemannianas

unicidad del Lema 5.3, es una reparametrizacién monétona de una geodésica o; con velocidad
unitaria. La unién de las distintas 0; es una geodésica rota o desde p a g. De forma andloga,
podemos juntar las reparametrizaciones para que « sea una reparametrizaciéon monétona de
.

Ya que L(c) = L(a) = d(p,q), el siguiente hecho implicard que ¢ no es rota: Si una
geodésica 1 que termina en p y 7 una geodésica que parte de p se concatenan formando
una curva minimizante -y, entonces 7y es una geodésica (no rota). Si asumimos que 7y tiene
velocidad constante y sea C un entorno convexo de p. Entonces una curva inicial v, y una
final 7y; se combinan dando una curva minimizante 4 en C. Al ser C un entorno normal del
punto inicial de ¥, aplicando el Lema 5.3 obtenemos que % es una reparametrizacién con
velocidad constante de una geodésica. Consecuentemente, ¢ y <y son geodésicas no rotas. [

7.2. Distancia en variedades pseudo-riemannianas

7.2.1. Distancia lorentziana

En variedades pseudo-riemannianas, especialmente aquellas con una métrica de Lorentz, la
nocién de distancia no es directa debido a la presencia de curvas luminosas. En este contexto,
se define una distancia lorentziana.

Definicién 7.3. En una variedad lorentziana, definimos el intervalo causal J*(x) de un
punto x como el conjunto de todos los puntos y tales que existe una curva causal desde x a
y. De forma similar, el intervalo cronolégico I (x) es el conjunto de todos los puntos y tales
que existe una curva temporal desde x a y.

Definicién 7.4. Sea y : [0,1] — M una curva causal en una variedad lorentziana con métrica
<. El tiempo propio 7(vy) de la curva 7 se define como:

o) = [ s 0o

donde 7/ (t) es el vector tangente a la curva en el punto 7(t).

La distancia lorentziana d; (x, y) se define como:

dy(x,y) = sup{T(7y) : 7y es una curva causal de x ay} siy € J"(x)
B =0 siy ¢ Jt(x)
donde 7(vy) es el tiempo propio de la curva causal 7.
Observacién .1. La distancia lorentziana dy (x, y) no cumple las mismas propiedades que la

distancia riemanniana. En particular, no siempre satisface la desigualdad triangular y puede
ser no simétrica.
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7.2. Distancia en variedades pseudo-riemannianas

7.2.2. Pseudo-distancia en los pseudo-hiperboloides

Para la familia de estudio de este trabajo, definimos la pseudo-distancia geodésica entre
x € Qg e y € Uy como la longitud de arco de 0y 15 (4):

\/Wcoshf1 (OCT}')”’) si <x’ﬁy‘>" < -1

|
(xy)q —

ey

dy(x,) = |/ Tlog, ) = {0 i o
/1Bl cos™? (<x’ﬁy>") si <x|’ﬁy‘>” €(-1,1)

A pesar de cumplir que d,(x,y) = dy(y,x) > 0y dy(x,x) = 0, no es una distancia
métrica. Por ejemplo, pueden existir puntos x,y,z € M tales que d,(x,y) = d,(x,z) =0
pero d,(y,z) > 0, esto es el caso para x = (1,0,0,0)T,y = (1,1,1,0)T,z = (1,1,0,1)T € Q{l.
A pesar de esto, estas dos propiedades son suficientes para cuantificar la nocién de cercanfa
en una bola de radio € centrada en x: By = {y : dy(x,y) < e}.

Debido a que la aplicacion logaritmica no esta definida si (x,y); > |B|, se proponen dos
soluciones distintas.

Definicién 7.5. En primer lugar, en [LS21], se define la pseudo-distancia geodésica entre
X € Qgeye Qg como:

dy (x,) si (x,y)g <0,
Bl (5 +541) si x>0,

Dy (x,y) = {

Haciendo uso del siguiente teorema, en [XZP " 22a] se define otra pseudo-distancia dife-
rente.

Teorema 7.1. Para todo punto x € QZ, la unién del entorno normal de x y del entorno normal de su
punto antipoda —x es toda la variedad.

Z/{x qux = QZ)

Demostracion. Sean dos puntos cualquiera x,y tales que x € Qg , ¥ & Uy. Por la definicién

de entorno normal, (x,y); > |B| lo que implica que (—x,y); < |B|. Por tanto, y € U_y, y se
tiene que la unién de estos entornos es toda la variedad. O

Definicién 7.6. En [XZP"22a], se define la pseudo-distancia geodésica entre x € QZ ey € Qz
como:

D (x,y) = {dﬂx,y) = /Ilog, ()3 i (xy)g < 1Bl

/1Bl +dy (x, —y) = /Il + /I log, (=)} si (x,y)q > |BI.

La intuicién tras esta definicién es que cuando log, (y) no estd definida, es decir, cuando
no existe ninguna geodésica que une x e y, entonces definimos la distancia como d (x,y) =

dy(x, =x) +dy(=x,y) 0dy(x,y) = dy (x, —y) +dy (~y,y). Dado que dy (x, —x) = dy (-, y) =
7\/|B| es constante y usando que d,(—x,y) = d,(x, —y), entonces tenemos que:

Dy (x,y) = /1Bl + dy (x, —y) = 7t\/|B] + /| log, (=y) 13-
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8. Completitud y conectividad geodésica

En este capitulo vamos a introducir y explorar los conceptos de completitud y conectividad
geodésica en el contexto de las variedades. Estos conceptos son fundamentales en la geome-
tria diferencial y la teorfa de las variedades, ya que describen propiedades sobre cémo se
pueden extender las geodésicas y como se pueden conectar puntos dentro de una variedad
mediante estas curvas.

En las siguientes secciones, formalizaremos estas definiciones y examinaremos sus im-
plicaciones a través del Teorema de Hopf-Rinow, que establece una equivalencia entre la
completitud y la conectividad geodésica en el contexto riemanniano. Ademaés, veremos que
esta equivalencia no se cumple en el caso pseudo-riemanniano.

Definicién 8.1. Una variedad es geodésicamente completa si toda geodésica maximal estd
definida en toda la recta real, R.

Definicién 8.2. Diremos que una variedad es geodésicamente conexa si, y solo si, todo par
de puntos pueden ser conectados por una geodésica.

8.1. Teorema de Hopf-Rinow

En el caso riemanniano, los conceptos de completitud y conexién geodésica son equivalen-
tes. Sin embargo, como veremos més adelante, el pseudo-hiperboloide es geodésicamente
completo pero no es conexo.

Teorema 8.1. (Hopf-Rinow). Sea M una variedad riemanniana conexa. Los siquientes enunciados
son equivalentes:

1. M es completo como espacio métrico con la distancia riemanniana.
2. M es geodésicamente completo.

3. Existe un punto p € M tal que el dominio de la aplicacién exponencial es Ty M. Lo que implica
que existe una geodésica que parte de p para cada vector de direccién v, indicando que M es
geodésicamente conexa.

4. Un subconjunto de M es compacto si, y solo si, es cerrado y acotado.

Para el desarrollo de la demostracién del teorema se ha seguido [dS16], necesitamos pre-
viamente dos lemas.

Lema 8.1. Sean 71 : [a,b] — M una geodésica de p a q, v, : [b,c] — M una geodésicade qar,y
supongamos que 1 y 7y, tienen igual velocidad. Si la curva <y : [a, c] — M obtenida concatenando ~yq
Yy 72 tiene longitud L(y) = d(p,r), entonces vy es una geodésica.

Lema 8.2. Si existe p € M tal que Wy, = T, M, es decir, el dominio de la exponencial en p es Ty M;
entonces para cualquier q € M existe un segmento de geodésica minimizante de p a q.
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8. Completitud y conectividad geodésica

Procedemos ahora a demostrar el Teorema.

Demostracion. I = 1I. Es suficiente con mostrar que una geodésica con velocidad unidad
7 :10,b) — M es geodésicamente extendible. Sea (t,) una sucesién en [0,b) tal que t, — b.
Entonces y(t,) es una sucesion de Cauchy ya que d(y(tn), Y(tm)) < |tn — tm|, luego converge
a un punto p. Si (s,) es otra sucesién cualquiera en [0,b) tal que s, — b entonces (sy)
converge a p porque d(7y(tn),v(sn)) < |tn — su|. Por tanto, definiendo v(b) = p, es una
extensién continua de 7, luego 7 es geodésicamente extendible por el Corolario 5.2.

II = III. Para todo v € Ty M, la geodésica maximal 7, estd definida en RR. En particular,
estd definida en 1, luego v € W),.

I = IV. Ya que M es un espacio métrico, cualquier compacto es cerrado y acotado.
Por contra, sea A C M cerrado y acotado. Por el lema previo, para cada g € A existe un
segmento de geodésica minimizante oy : [0,1] — M de p a q. Por ser A acotado, los valores
|07(0)| = L(0q) = d(p, q) estén acotados por la desigualdad triangular, sea R > d(p, q) para
cada g € A. Entonces cada 0;(0) estd contenido en una bola compacta Bg = {v € T,M :
|v| < R}. Sig € A, entonces expp(ag’,(O)) = ¢, luego A C exp,(Bg). Ya que exp,(Bg) es
compacto y A es cerrado, esto implica que A es compacto.

IV = I Sea (x,) una sucesioén de Cauchy en M. El conjunto {x,} estd acotado, por lo
que su clausura es compacta. Por tanto, (x,) tiene una subsucesion convergente y al ser (x;)
de Cauchy, debe converger al limite de la subsucesién. O

Corolario 8.1. Si M es una variedad riemanniana conexa y completa, entonces existe una geodésica
minimizante entre dos puntos cualesquiera de M.

Este corolario se demuestra a partir de la completitud geodésica y del Lema 8.2.

Demostracion. Dado que M es una variedad riemanniana conexa y completa, el Teorema
de Hopf-Rinow garantiza que M es geodésicamente completa, lo que significa que toda
geodésica maximal en M esta definida en IR, esto es, toda geodésica puede extenderse inde-
finidamente. Ademas, el Teorema también garantiza que M es geodésicamente conexa, lo
que implica que para cualquier par de puntos en M, existe al menos una geodésica que los
conecta. Por el Lema 8.2, desde cualquier punto p € M hacia cualquier otro punto 4 € M, la
geodésica que los une es minimizante. O

8.2. Caso pseudo-riemanniano

En los pseudo-hiperboloides, como ya vimos en la Seccién 6.3, existe una geodésica que
une dos puntos x,y € QZ si y solo si, (x,y); < |B|. Esto implica que pueden existir parejas
de puntos que no pueden ser conectadas por una geodésica, lo que conllevara a que los
pseudo-hiperboloides no sean geodésicamente completos. Vedmoslo con un ejemplo que se
ha seguido de [KS24a].

Ejemplo 8.1. El espacio De Sitter (d — 1)-dimensional, Q}Xz = {x eER?: —x2+ v, X2 = zxz},
también contradice el Teorema de Hopf-Rinow. En particular, este espacio es geodésicamente
completo pero no es geodésicamente conexo.

Vamos a ver en primer lugar sus geodésicas. Consideremos el punto p € Qiz you €

Tinz \ {0}. Y sea el plano E € RY, E := L{p, v}.
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8.2. Caso pseudo-riemanniano
Si v es espacial o temporal, entonces E es no degenerado (al ser p espacial) y por tanto

R? = E E*.
Si v es espacial, entonces (-, -)1|g es definido positivo. Por tanto,

ENQL ={y€E: (yyh =a*},

es una elipse, ver Figura 8.1.

S1(r)

=

Figura 8.1.: Visualizacién de EN Q}@ cuando v es espacial. Imagen obtenida de [KS24a].

Si v es luminoso, entonces (-,-)1|r es semidefinido positivo y degenerado. En este caso,
En Qil es un par de rectas paralelas:

ENQL = {Ap+po: (Ap+po, Ap+ po)r = o2}

= {Ap+Bo: X2(p, )1 +20B(p, )1 + B (0,001 = o

Dado que (p, p)1 = &2, {p,v)1 =0 (con p L v) y (v,v)1 = 0 (con v luminoso), obtenemos:

ENQL = {Ap+po:A2 =1, R} = {£p+po: B R}

¥

Figura 8.2.: Visualizacién de las geodésicas cuando v es luminoso. Imagen obtenida de
[KS24a].

Si v es temporal, entonces (-, -)1|g es indefinida y no degenerada. En este caso, EN Q}@ es
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una hipérbola con dos componentes conexas:
EN ka o {)\erﬁv : /\20<2+/32<v,v>1 = "‘2} - {Ap+ﬁv DA 4 <0;:2’>1‘32},

que es la ecuacién de una hipérbola ya que (v,v); < 0. Ver Figura 8.3.

Figura 8.3.: Visualizacién de EN Qiz cuando v es temporal. Imagen obtenida de [KS24a].

Concluimos que QiZ es geodésicamente completo porque exp,, esta definida en todo T, M
para todo p € M.

Fijamos un punto p € Q}@ y examinamos qué puntos g € Qiz pueden ser alcanzados por
una geodésica que parte de p:

» Sig = poqg = —p entonces la conexién es trivial pues existen infinitos planos que
contienena py a p.

» Sig # *p entonces p y g son linealmente independientes y existe un tnico plano E
que los contiene. Si este plano no es espacial y p y g estdn en componentes conexas
distintas de EN Q}g, entonces no existe una geodésica que los conecte.

Ademés, todos los puntos g que pueden ser alcanzados desde —p por una geodésica causal,
no pueden ser alcanzados desde p. El conjunto de estos g se define como:

{9€ QL :(g+pp) <0yq#p}

Tomando una base ortonormal {ep,e1} en E = L{p, 4}, entonces E N Qiz consiste en dos
ramas de la hipérbole —(xo)? + (x1)? = 2. Si p = poeo + p1e1, entonces —pZ + p3 = a’ y
—q% + q% =a? y por tanto podemos reparametrizar p y 4 como

p = a(sinh(t), cosh(t))
g = a(sinh(s), £ cosh(s)).
Y estardn en diferentes ramas si, y solo si, § = a(sinh(s), — cosh(s)). Entonces
(p,q) = —a*sin(t) sin(s) — a? cosh(t) cosh(s) = —a? cosh(t +s) < —a?.
En cambio, estardn en la misma rama si, y solo si, § = a(sinh(s), cosh(s)), por lo que

(p,q) = a®cosh(t —s) > &
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8.2. Caso pseudo-riemanniano

Por tanto, p y g estdn en diferentes ramas si, y solo si, (p,q) < —a?, que ocurre si, y solo si,
{p+ap) =0
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9. Métodos de optimizacion en geometria
pseudo-riemanniana

En este capitulo introducimos los dos métodos presentados en [LS21], utilizados para la
optimizacién en geometria pseudo-riemanniana. El primero de ellos, es una extensién de
la optimizacién euclidea, en el que se utiliza el descenso del gradiente de forma usual
y proyecta los resultados sobre el pseudo-hiperboloide. El descenso del gradiente es el
método mds extendido en la optimizacién de modelos de aprendizaje profundo (véase
la Subseccién 1.3.1 para més detalles). Este método es un algoritmo iterativo de primer
orden que busca minimizar una funcién de pérdida £. En cada iteracién, se actualizan los
pardmetros del modelo moviéndolos en la direccién opuesta al gradiente de la funcién de
pérdida con respecto a los pardmetros anteriores. El segundo método presentado en este
capitulo tiene especial interés, ya que introduce una nueva direccién de descenso que no se
sale del pseudo-hiperboloide, esto lo consigue por medio de la aplicacién exponencial.

9.1. Optimizacion euclidea

El primer método presentado lleva representaciones euclideas en R al pseudo-hiperboloide
Q%,y se usa la regla de la cadena para llevar a cabo el descenso del gradiente estandar.

Sea 817! = {x € RY : ||x|| = 1} la (g — 1)-esfera unidad. Introducimos los siguientes
difeomorfismos:

Proposicién 9.1. Para cualquier f < 0, existe un difeomorfismo 9 : Q% — S171 x RY79. Sea

x = <£> € Qpeont € RT\ {0} ys € R, yseaz = (Zl) € 8171 x R, donde u € STy

v € R, La aplicacién i se define:

y su inversa 1

v =i (V)

0

Con estas aplicaciones, cualquier vector x € R7\ {0} x R¥~7 puede llevarse a Qg viap =P~ Lo
¢ es diferenciable en todo punto salvo cuando x1 = ... = x4 = 0, que nunca deberia ocurrir en la
prdctica.
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9.2. Optimizacion pseudo-riemanniana

Introducimos ahora un método para optimizar cualquier funcién diferenciable f : QZ — R.

9.2.1. Gradiente pseudo-riemanniano

Como x € Q% también se encuentra en el espacio ambiente euclideo R?, la funcién f tiene

un gradiente euclideo Vf(x) = (af—(x) ,aaf—(x)) €R.SeaG =G ! = g,d—q, 1a matriz

oxy / X4
diagonal con los primeros g elementos igual a —1 y los d — g restantes igual a 1. Entonces, el
gradiente de f en el espacio ambiente pseudo-euclideo ]Rg es (G IVf(x)) = (GVf(x)) € R%

Por ser QZ una subvariedad de le, el gradiente pseudo-rimenniano Df(x) € Ty Qg de f en
QZ es la proyeccion ortogonal IT, de GV f(x) en Ty QZ:

(GVf(x),x)q

_ (Vf(x),x)
% 7); x=GVf(x) - —"x. (9.1)

Df(x) = IL(GVf(x)) = GVf(x) — (x,x)q

9.2.2. Optimizacion iterativa

El objetivo es decrementar el valor de f siguiendo alguna direccién de descenso. Ya que 973

no es un espacio vectorial, no se puede seguir la direccién del descenso de la forma usual,
afladiendo la direccién multiplicada por un tamarfio de paso, porque esto resultaria en un
punto que no necesariamente se encuentra en Qq. Por tanto, para mantener el nuevo punto

en la variedad, se utiliza la aplicacién exponencial. Dado un tamafio de paso t > 0, un paso
de descenso a lo largo del vector tangente v € Ty Q% viene dado por:

y =exp,(tv) € Qg.

9.2.3. Direccion del descenso

Cuando el dominio de la funcién a optimizar f es un espacio euclideo con la métrica usual,
el negativo del gradiente es una direcciéon de descenso. Sin embargo, esto no ocurre para las
métricas pseudo-riemannianas.

Paratodot € Ry todo v € Qg, se tiene que

epr(i’U) = ’)/x,tv(l) = ,)/X,U(t)r

por lo que se puede fijar t = 1 y escalar v apropiadamente. Aplicando la aproximacién de
primer orden de Taylor, existe un vector tangente suficientemente pequetio w # 0, esto es,
tal que exp,. (w) pertenece a un entorno convexo de x [GLY18], que satisface lo siguiente:

'Yx,w(o) =Xc qu

r)/;c,w(o) =we TxQ/qg,

Yrw(l) =y € o4,
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9.2. Optimizacion pseudo-riemanniana

Ademds, usando que Vt, (f o) (t) = df (7'(t)) = g1 (Df(7(t)), 7' (t)) [O'N83], observa-
mos que una aproximacion en f = 1 de la funcién f o ¥y : R = R viene dada por:

fW) = forw(l) = forxw(0) + (forxw) (0) = f(x) + (Df (x),w)q,
donde Df es la gradiente de f.

Para que la direccién de btisqueda w sea una direcciéon de descenso en x, tal que f(y) <
f(x), w debe satisfacer que (Df(x),w); < 0. No obstante, elegir w = —nDf(x), con 17 un
tamafio de paso (positivo), puede aumentar el valor de la funcién si el producto escalar no
es definido positivo. Si d > 1, entonces (-, -); es definido positivo si, y solo si, g = 0 y es
definido negativo si, y solo si, g = d.

Una solucién sencilla seria elegir el signo de w = £y#Df(x) dependiendo del signo de
(Df(x),w)y, pero este producto puede ser 0 incluso si Df(x) # 0 (el producto escalar puede
ser indefinido), por lo que esta solucién no nos vale.

9.2.4. Solucién propuesta

La solucién que se estudia en [LS21] es la siguiente. Para asegurar que w € Ty Qg es una
direccién de descenso, se propone una expresién que satisfaga (Df(x),w); < 0si Df(x) # 0
y que (Df(x),w); = 0 si Df(x) = 0. Se propone tomar el vector tangente w como w =
Iy (GDf(x)) € Ty QZ y definir el siguiente vector tangente v = —Lw = I',(GDf(x)), y

U
utilizando (9.1):

_ (Vf(x),x) (Vf(x),x) x| {Vf(x), x)
v=Vf(x)— (5%, Gx — %, %)s Ix + (5,22

X.

La férmula para v ajusta la direccién del gradiente, Vf(x), teniendo en cuenta tanto
la métrica pseudo-riemanniana como la euclidea, asegurando que v sea una direccién de
descenso valida en el contexto de los pseudo-hiperboloides.

. El vector tangente w es una direccién de descenso porque (Df (x), w); = —1(Df(x),v); <
| o) — a2 V), ) (Vf(x), 00 | (VF(x), )22 _
(Df(x),0)q = V()" =2 5, + o) -

Vi(x),x
= 6V - O g p)e 2 0
(x,x)q
También tenemos las siguientes implicaciones:
» Df(x) =0 (x es un punto estacionario) si, y solo si, (Df(x),v), = || Df(x)||* = 0.
= Df(x) = 0 implica que v = IT,(G0) =0
» v = 0 implica que |[Df(x)|*> = (Df(x),0), = 0. Por tanto, v = 0 si, y solo si Df (x) = 0.

El algoritmo para el problema de minimizar f(x) para x € Qg puede ser aplicado a

cualquier funcién f : QZ — Ry es el siguiente:
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9. Métodos de optimizacion en geometria pseudo-riemanniana

Algorithm 1 Optimizacién pseudo-riemanniana en Q%

Input: funcién diferenciable f : Q% — R, valor inicial de x € QZ

1: while no converge do

2. Calcular Vf(x)

3 v+ IL(GIL(GVf(x)))

4 x < exp,(—nv) > con 77 > 0 un tamafo de paso
5. end while

La implementacién del c6digo de una adaptacion de este algoritmo se encuentra en la
Subseccion 3.6.4. En el Capitulo 11 se estudiard el comportamiento de este método en la
préctica y lo compararemos con la optimizacion euclidea definida en la Seccién 9.1, con la
que se obtendran unos resultados ligeramente inferiores.
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10. Descripcion y configuracion de los experimentos

En este capitulo se detalla la configuracién de los experimentos realizados para evaluar los
modelos de redes neuronales para grafos. Se explican los datasets utilizados, los modelos
implementados, y los parametros de configuracién empleados durante el entrenamiento y la
evaluacion.

10.1. Metodologia

Se ha decidido experimentar con dos de los modelos fundamentales de redes neuronales para
grafos: GCN y GAT; junto con la arquitectura principal de este trabajo, una red neuronal para
grafos en variedades pseudo-riemannianas: QGCN. Para este modelo experimentaremos
con dos métodos de optimizacién vistos en el Capitulo 9: la optimacién euclidea, con el
optimizador Adam, y la optimizacién pseudo-riemanniana, con el optimizador Riemannian
Adam, cuyo cédigo se explicé en la Subseccion 3.6.4. Las tres arquitecturas se introdujeron
teoricamente en la Seccién 3.5 y Seccién 3.6, y en este capitulo resumiremos cémo han sido
implementadas. Estudiaremos estos modelos para las tareas de clasificaciéon de nodos y
prediccion de enlaces, con datasets de diversos tipos y tamafos para observar los distintos
comportamientos de las arquitecturas.

Dataset
Cora
Citeseer
Disease (NC)
Disease (LP)
Photo
Airport
PPI

Tabla 10.1.: Datasets utilizados para la experimentacién.

Modelo
OGCN (optimizador Adam)
OGCN (optimizador RiemannianAdam)
GCN
GAT

Tabla 10.2.: Modelos con los que se realizaran el estudio.

El proceso de experimentacién se divide en las siguientes etapas:

1. Para cada modelo, cada dataset y cada tarea, se realiza una sencilla bisqueda de
hiperparametros. Esta btisqueda no se ha realizado para el modelo QGCN con el
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10. Descripcion y configuracion de los experimentos

optimizador RiemannianAdam por el alto coste de tiempo que conlleva entrenar este
modelo. Por tanto, en este caso se seleccionardn los mismos hiperpardmetros que el
modelo QGCN con el optimizador Adam.

2. Cada caso se entrenard y probard con los mejores pardmetros.

3. Se compararan las representaciones del espacio latente aprendidas por GCN y QGCN
(radam) mediante visualizaciones en 3 y 2 dimensiones.

10.2. Datos

En esta seccion describimos los datos utilizados para los experimentos.

10.2.1. Cora

El dataset Cora es un estandar en el campo de las redes neuronales para grafos. Consiste en
una red de citacion formada por 2708 publicaciones cientificas clasificadas en una de entre
7 clases distintas, con los enlaces representando las citas entre ellos. Cada publicacién tiene
1433 caracteristicas binarias que indican la presencia (1) o la ausencia (0) de una palabra en
la publicacién.

Figura 10.1.: Visualizacién del dataset Cora. Imagen obtenida de [Con24].

10.2.2. Citeseer

El dataset Citeseer, otra red de citacién, consiste en 3327 publicaciones cientificas clasificadas
en seis categorfas: Agents, Al, DB, IR, ML y HCL. El grafo tiene 4676 enlaces y cada publica-
cién estd asociada con un vector de 3703 caracteristicas que indican la ausencia o presencia
de palabras.

10.2.3. Disease

Este dataset consiste en la simulacién del modelo SIR de propagacién de enfermedades,
donde la etiqueta de un nodo indica si estd infectado o no. Basado en este modelo, se
construyen redes de arboles, donde las caracteristicas de los nodos indican la susceptibilidad
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a la enfermedad. Disponemos de dos conjuntos de diferente tamafio y diferente nimero de
atributos, uno para cada tarea a realizar.

10.2.4. Photo

El conjunto de datos Photo proviene del grafo de compras de Amazon [MTSvdH15], donde
los nodos son los productos, las caracteristicas son elementos de una representacién de una
bag-of-words de opiniones y las etiquetas representan la categoria de cada producto. Si dos
productos son comprados juntos frecuentemente, existe un enlace entre ellos.

Figura 10.2.: Ejemplo de producto (izquierda) y productos que se suelen comprar junto a él
(derecha). Imagen obtenida de [MTSvdHz15].

10.2.5. PPI

Este conjunto de datos es una coleccién de interacciones fisicas proteina-proteina de un gran
numero de tejidos humanos. Los nodos representan proteinas y los enlaces son interacciones
especificas de los tejidos. El dataset consta de 20 grafos de entrenamiento, 2 de validacién
y 2 de test, cada uno representando un tejido diferente. Debido a su gran tamafio, para
prediccién de enlaces entrenaremos con un quinto de los datos y reduciremos a la mitad
los conjuntos de validacién y test. Las caracteristicas incluyen aquellas compartidas por al
menos un 10 % de las proteinas que aparecen en cualquier grafo PPI, por lo que el espacio
de caracteristicas es muy disperso (el 42 % de los nodos tienen todos los atributos nulos).

10.2.6. Airport

El dataset Airport representa una red de vuelos en la que los nodos son aeropuertos, su
etiqueta es el pais en el que se encuentra y los enlaces son las rutas aéreas. El dataset original
se encuentra en [ZC18], para este problema se han aumentado el nimero de nodos y las
caracteristicas, afadiendo informacién geografica (longitud, latitud y altitud), y el PIB del
pais correspondiente.

Figura 10.3.: Ejemplo de una red de aeropuertos. Imagen obtenida de [FCER14].
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Dataset N° de nodos N° de enlaces N° de caracteristicas N° de clases
Cora 2708 5278 1433 7
Citeseer 3327 4676 3703 6
Disease (NC) 1044 1043 1000 2
Disease (LP) 2665 2664 11 2
Photo 7650 71505 745 8
Airport 3188 18631 11 4
PPI 56944 212860 50 26

Tabla 10.3.: Resumen de los conjuntos de datos utilizados.

10.3. Modelos

En esta seccién, describimos los modelos que se han utilizado. Todos ellos se explicaron en
la Seccién 3.5 y Secciéon 3.6, y aqui veremos un breve esquema de su cédigo. Los modelos
comparten la estructura codificador-decodificador, solamente diferenciandose en las capas
del codificador. El decodificador dependera de la tarea a realizar. Para clasificacion de nodos
se utiliza un decodificador lineal, una red neuronal feedforward que genera las probabilida-
des para la clasificaciéon. Por otro lado, para prediccién de enlaces se utiliza un decodificador
Fermi-Dirac, que toma las distancias cuadradas entre las representaciones embebudas de los
nodos y calcula la probabilidad de existencia de un enlace utilizando la funcién de distribu-
cion de Fermi-Dirac [KPK T 10].

10.3.1.

El modelo GCN esta formado por capas convolucionales para grafos en el codificador. La
clase GraphConvolution define una capa de convolucién para grafos, aplicando una transfor-
macién lineal seguida de dropout y una multiplicacién con la matriz de adyacencia.

Red convolucional para grafos (GCN)

Mostramos un ejemplo de un modelo de este tipo con 2 capas utilizado para prediccién
de enlaces:

¢+ | LPModel (
(encoder): GCN(
3 (layers): Sequential(
' (0): GraphConvolution(input_dim=1433, output_dim=128
5 (linear): Linear(in_features=1433, out_features=128, bias=True)
6 )
7 (1): GraphConvolution(input_dim=128, output_dim=128
8 (linear): Linear(in_features=128, out_features=128, bias=True)
5 )
)
i1 )
12 (decoder): FermiDiracDecoder ()
5o

En este ejemplo, la dimensién del espacio latente por defecto es 128, por lo que en la pri-
mera capa convolucional, la dimensién de entrada es el ntimero de caracteristicas (1433 en el
dataset Cora) y la de salida es igual a la dimension del embedding (128). Las siguientes capas
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en el codificador tendran como dimension de entrada y salida la dimensién del embedding
escogida.

10.3.2. Red de atencion para grafos (GAT)

El modelo GAT introduce el mecanismo de atencién en los grafos. Presentamos las clases
principales que componen su implementacién:

= La clase SpGraphAttentionLayer implementa la capa de atencién para grafos, donde se
calcula la atencién entre nodos vecinos y se ajustan los valores utilizando una funcién
de activacién con LeakyReLU y dropout.

= La clase GraphAttentionLayer permite multiples cabezas de atencién, lo que mejora la
capacidad del modelo para enfocarse en diferentes partes del vecindario de un nodo
simultdneamente. Por defecto, el niimero de cabezas es 4.

El siguiente ejemplo muestra un modelo GAT con dos capas para la tarea de prediccién
de enlaces:

LPModel (

2 (encoder): GAT(

3 (layers): Sequential(

4 (0): GraphAttentionlLayer (

5 (attention_0): SpGraphAttentionLayer (1433 -> 32)
6 (attention_1): SpGraphAttentionLayer (1433 -> 32)
7 (attention_2): SpGraphAttentionLayer (1433 -> 32)
8 (attention_3): SpGraphAttentionLayer (1433 -> 32)

)
10 (1): GraphAttentionLayer(
11 (attention_0): SpGraphAttentionLayer (128 -> 32)
12 (attention_1): SpGraphAttentionLayer (128 -> 32)
13 (attention_2): SpGraphAttentionLayer (128 -> 32)
14 (attention_3): SpGraphAttentionLayer (128 -> 32)
)
16 )
17 )
18 (decoder): FermiDiracDecoder ()

w )

En este ejemplo, se ha elegido una dimensién del embedding de 128 y 4 cabezas de atencion.
Por tanto, la primera capa de atencién estd formada por 4 capas de atencion especial, cada

una con una dimensién de entrada igual al ndmero de caracteristicas (1433 en el dataset

Cora) y como salida la fraccién %. Al igual que pasaba con el modelo GCN, las

siguientes capas tienen como dimensién de entrada la del embedding.

10.3.3. QOGCN

El modelo QGCN extiende las redes neuronales convolucionales para grafos a un espacio
pseudo-hiperbélico. Recordemos brevemente las clases que lo forman.

La clase HyperbolicGraphConvolution define una capa de convolucién para grafos en este
espacio, utilizando operaciones especificas para manejar las propiedades y problemas del es-
pacio. Esta clase, como ya se vi6 en la Subseccion 3.6.2, estd compuesta por tres componentes
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principales: HypLinear, HypAgg y HypAct.

La siguiente imagen es un ejemplo de un modelo de este tipo con 2 capas utilizado para

prediccién de enlaces.

+ | LPModel (

2 (encoder): HGCN(

3 (layers): Sequential(

4 (0): HyperbolicGraphConvolution(

5 (linear): HyplLinear(in_features=1434, out_features=128, c=tensor
([-1.]1, device='cuda:0', grad_fn=<ToCopyBackwardod>))

(agg): HypAgg(c=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackwarde >))

9 (hyp_act): HypAct(c_in=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackward®@>), c_out=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackwarde>))

)

11 (1): HyperbolicGraphConvolution(

12 (linear): HyplLinear(in_features=128, out_features=128, c=tensor([-1.1],

device='cuda:0', grad_fn=<ToCopyBackwarde>))

14 (agg): HypAgg(c=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackwarde>))

16 (hyp_act): HypAct(c_in=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackward@>), c_out=tensor([-1.], device='cuda:0', grad_fn=<
ToCopyBackwarde>))

17 )

18 )

19 (decoder): FermiDiracDecoder ()

o )

En el ejemplo, la primera capa de convolucién pseudo-hiperbélica tiene como entrada
el ntimero de caracteristicas (1433 en el dataset Cora) y una caracteristica adicional que
corresponde a la curvatura del espacio. La salida de esta capa y la entrada de la siguiente

tienen una dimensién igual a la del embedding (128).

10.4. Configuracion

10.4.1. Parametros de ejecucion

Antes de explicar la configuracién de los distintos modelos, listamos todos los parametros

con los que se puede ejecutar el cédigo:
s h: Muestra todos los pardmetros para el modelo.
» 1r: Tasa de aprendizaje. Por defecto: 0.01.
= dropout: Probabilidad de dropout. Por defecto: 0.0.
» cuda: Qué dispositivo CUDA utilizar (—1 para CPU). Por defecto: 0.

= epochs: Mdximo ntmero de épocas durante el entrenamiento. Por defecto: 2000.
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weight-decay: Fuerza de la regularizacién L2. Por defecto: 0.

optimizer: Qué optimizador usar: Adam o RiemannianAdam. Por defecto: Adam.
momentum: Momentum en el optimizador. Por defecto: 0.999.

patience: Paciencia para early stopping. Por defecto: 100.

seed: Semilla para entrenamiento. Por defecto: 1234.

log-freq: Frecuencia para imprimir las métricas de entrenamiento y validacién. Por
defecto: 1.

eval-freq: Frecuencia para calcular las métricas de validacién. Por defecto: 1.
save: Guardar o no el modelo y los logs (1 para guardar, 0 para no). Por defecto: 1.
save-dir: Directorio para guardar los logs y los pesos del modelo. Por defecto: None.

1r-reduce-freq: Frecuencia con la que se reduce el Ir o None para mantenerla constante.
Por defecto: None.

gamma: Pardmetro gamma para Ir scheduler. Por defecto: 0.5.
print-epoch: Imprimir o no las épocas. Por defecto: True.

grad-clip: Méxima norma para gradient clipping, o None para no hacer gradient
clipping. Por defecto: None.

min-epochs: Minimo nimero de épocas que completar durante el entrenamiento. Por
defecto: 100.

task: Tarea a realizar, nc para clasificacién de nodos o Ip para prediccién de enlaces.
Por defecto: nc.

model: Encoder a utilizar de entre Shallow, MLP, HNN, GCN, GAT, HGCN. Por defecto:
GCN.

dim: Dimensién del embedding. Por defecto: 128.

manifold: Variedad a usar de entre Euclidean, Hyperboloid, PoincareBall y PseudoHy-
perboloid. Por defecto: Euclidean.

c: Radio hiperbdlico, None para curvatura entrenable. Por defecto: —1.
r: Pardmetro para el decoder fermi-dirac para prediccién de enlaces. Por defecto: 2.0.
t: Pardmetro para el decoder fermi-dirac para prediccién de enlaces. Por defecto: 1.0.

pretrained-embeddings: Directorio a los embeddings preentrenados (fichero .npy) para
la clasificacién de nodos en el modelo Shallow. Por defecto: None.

pos-weight: Aumentar o no la ponderacién de la clase positiva en clasificaciéon de
nodos. Por defecto: 0.

num-layers: Nimero de capas ocultas en el encoder. Por defecto: 2.
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= bias: Usar (1) o no (0) sesgo. Por defecto: 1.
= act: Funcién de activacién, None para ninguna. Por defecto: relu.

= n-heads: Numero de cabezas de atencién para redes de atenciéon para grafos, debe ser
un divisor de dim. Por defecto: 4.

» alpha: alpha para leakyrelu en las redes de atencién para grafos. Por defecto: 0.02.
s double-precision: Usar o no precisién doble. Por defecto: 0.

» use-att: Usar o no atencién hiperbélica. Por defecto: 0.

» local-agg: Usar o no agregacion local del espacio tangente. Por defecto: 0.

= space-dim: Dimensién espacial para el modelo HGCN. Por defecto: 9.

» time-dim: Dimensién temporal para el modelo HGCN. Por defecto: 1.

» dataset: Conjunto de datos a usar. Por defecto: cora.

= val-prop: Proporcién de enlaces para validacién en prediccion de enlaces. Por defecto:
0.05.

= test-prop: Proporcién de enlaces para test en prediccion de enlaces. Por defecto: 0.1.
» use-feats: Usar o no las caracteristicas de los nodos. Por defecto: 1.

= normalize-feats: Normalizar o no las caracteristicas de entrada de los nodos. Por
defecto: 0.

= normalize-adj: Normalizar o no por filas la matriz de adyacencia. Por defecto: 1.

» split-seed: Semilla para la divisién de los datos para train, validacién y test. Por
defecto: 1000.

Una vez especificados los pardmetros posibles, debido a la gran cantidad de pardmetros, se
ha decidido hacer los experimentos con los pardmetros por defecto, con algunas excepciones
que veremos mds adelante. Por lo tanto, los modelos se han entrenado y ejecutado de la
siguiente forma:

= GCN:

¢+ | !'python train.py --model GCN --manifold Euclidean --task {task} --dataset
{dataset} --cuda {cuda}

donde {task} sera la tarea a realizar, nc o Ip; {dataset} los datos del problema y {cuda}
serd el dispositivo GPU a utilizar, que serd 0, salvo para el dataset PPI, que por su
tamafo debemos entrenar el modelo con la CPU (—1).

= GAT:

. | !'python train.py --model GAT --manifold Euclidean --task {task} --dataset
{dataset} --cuda {cuda}
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El modelo GAT estudiado tendra 4 cabezas de atencién y la funcién LeakyReLu de
la clase SpGraphAttentionLayer tendrd un alpha de 0.02; la descripcién de los demés
pardmetros es igual que para GCN.

= OGCN adam:

¢+ | !'python train.py --model HGCN --manifold PseudoHyperboloid --task {task}
--dataset {dataset} --cuda {cuda}

= OGCN radam:

. | 'python train.py --model HGCN --manifold PseudoHyperboloid --task {task}
--optimizer RiemannianAdam --dataset {dataset} --cuda {cuda}

Los modelos QGCN tendran los siguientes pardmetros por defecto especificos:
* La curvatura se aprenderd durante el entrenamiento.
* La dimensién espacial del pseudo-hiperboloide ser4 9.
* La dimensién temporal serd 2.

Por tanto, el pseudo-hiperboloide utilizado para la experimentacién ha sido Q% de R'!.

10.4.2. Buasqueda de hiperparametros

Para cada modelo, cada dataset y cada tarea, se ha llevado a cabo una btisqueda de hiperpa-
rametros no muy compleja, donde el entrenamiento ha sido limitado a 50 épocas en todos
los datasets, a excepcién de PPI, donde el limite ha sido 10 épocas. Esta biisqueda no se ha
llevado a cabo para el modelo QGCN radam por el alto coste que conlleva entrenar con el
optimizador RiemannianAdam. Por tanto, en este caso se seleccionaran los mismos parame-
tros que el modelo QGCN adam. La eleccién de busqueda sobre estos hiperpardmetros ha
sido de forma que estos sean comunes a las tres arquitecturas, evitando asi ajustar mucho
un modelo sobre los demas.

Hiperpardmetro | Espacio de Blsqueda
Ntmero de capas 2,3
Weight decay 0,0.001
Dropout 0,0.2,0.5
Activacién RelLU, Tanh, ELU

Tabla 10.4.: Espacio de btsqueda para los hiperpardmetros del modelo.

10.5. Protocolo de validacion

10.5.1. Clasificacion de nodos

Para la tarea de clasificacién de nodos, la validacién de estos modelos se realiza mediante
una division de los datos en conjuntos de entrenamiento, validaciéon y prueba. En la siguiente
tabla se describe el proceso de validacién para cada dataset:
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Dataset Total de nodos | Entrenamiento | Validacién Test
Cora 2708 140 (5 %) 500 (18 %) | 1000 (37 %)
Citeseer 3327 120 (4 %) 500 (15 %) | 1000 (30 %)
Disease_nc 1044 626 (60 %) 314 (30%) | 104 (10%)
Airport 3188 478 (15 %) 2232 (70%) | 478 (15 %)
Photo 7650 1148 (15 %) 5354 (70 %) | 1148 (15 %)
PPI 56944 44906 (79 %) 6514 (11 %) | 5524 (10 %)

Tabla 10.5.: Distribucién de nodos en conjuntos de entrenamiento, validacién y prueba para
los diferentes datasets.

10.5.2. Prediccion de enlaces

Para la prediccién de enlaces, utilizamos diferentes tamafios de conjuntos de entrenamiento,
validacién y prueba segtin el dataset:

s PPI: Reducimos su tamario a 4 redes para entrenamiento, 1 red para validacién y 1 red
para prueba.

» Los demds conjuntos de datos: Se utilizan los valores por defecto, esto es, 5% para
validacién, 10 % para prueba y el 85 % restante para entrenamiento.

10.6. Funcion de pérdida

La funcién de pérdida utilizada es la usual para problemas de clasificacién, la entropia
cruzada, cuya férmula es la siguiente:

D N
- Z Z Yi,n log(yi,n)’
i=1n=1

donde D es el numero de muestras, N el numero de clases, y; , es 1 siy; pertenece a la clase
n'y es 0 en caso contrario; §; , es la probabilidad predicha del ejemplo i para la clase n.

10.7. Métricas de rendimiento

Para medir el rendimiento de los distintos modelos implementados, se han utilizado fun-
ciones del paquete sklearn.metrics. Sin embargo, antes de introducir las métricas usadas,
definimos algunos conceptos bdsicos. Sea un problema de clasificacién binario, esto es, que
tiene dos clases, positiva y negativa, se definen:

= Verdaderos Positivos (TP): los ejemplos positivos que han sido clasificados correcta-
mente.

s Verdaderos Negativos (TN): los ejemplos negativos que han sido clasificados correcta-
mente.

= Falsos Positivos (FP): los ejemplos negativos que han sido clasificados como positivos.

» Falsos Negativos (FN): los ejemplos positivos que han sido clasificados como negativos.
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10.7. Métricas de rendimiento

A partir de estos conceptos, se definen las métricas utilizadas.

10.7.1. Clasificacion de nodos

Para la clasificacién de nodos, se han utilizado las siguientes métricas:
= Accuracy: Esta métrica mide la tasa de acierto de predicciones correctas entre el niimero

total de predicciones. Matematicamente, se formula asi:

TP+TN
TP+TN+FP+FN

Accuracy =

= F1-Score: Esta métrica es la media armoénica de la precisién (predicciones positivas
correctas entre el total de predicciones positivas) y la exhaustividad (predicciones posi-
tivas correctas entre el total de positivos), proporcionando un equilibrio entre ambas.

Se define como:
2-TP

~ 2. TP+FP+FN

En sklearn, se puede calcular utilizando:

F1

. | f1 = fl1_score(preds, labels, average=average)

Donde average es igual a ’binary’ para problemas binarios y *micro’ para problemas
multiclase. El promedio micro calcula las métricas globalmente contando todos los
verdaderos positivos, falsos negativos y falsos positivos.

10.7.2. Prediccion de enlaces

Para la prediccién de enlaces, se han utilizado las siguientes métricas:

= Area bajo la curva ROC (AUCQ): La curva ROC es una representacién en 2 dimensiones
del rendimiento del modelo, que muestra el compromiso entre los verdaderos positivos
y los falsos positivos. El drea bajo esta curva (AUC) es una métrica utilizada para medir
el rendimiento de clasificadores. En sklearn, se puede calcular utilizando:

1 | auc = roc_auc_score(labels, preds) ‘

= Average Precision (AP): Esta métrica resume la relacién entre precision (predicciones
positivas correctas entre el total de predicciones positivas) y recall (predicciones positi-
vas correctas entre el total de positivos) en una sola cifra. Esto lo consigue calculando el
promedio ponderado de las precisiones alcanzadas en cada umbral, con el incremento
en recall como el peso. Es una medida que es especialmente ttil en problemas con
un desbalance alto entre clases, como ocurre en nuestro caso. En sklearn, se puede
calcular utilizando:

. | ap = average_precision_score(labels, preds)
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10. Descripcion y configuracion de los experimentos

10.8. Herramientas

Se ha utilizado la plataforma Google Colab y el lenguaje Python para para toda la experi-
mentacién. Google Colab es una herramienta gratuita ofrecida por la empresa Google que
permite escribir y ejecutar c6digo de Python desde el navegador de manera sencilla. La
decisién de usar Google Colab radica en que proporciona una GPU a un coste bajo, una gran
memoria RAM, permite trabajar con cuadernos de Python y almacenarlos en Google Drive.
A continuacién, mostramos el hardware usado en el andlisis experimental:

GPU Nvidia Tesla Tj.

15 GB de RAM de la GPU.

51 GB de RAM del sistema.
202.2 GB de memoria de disco.

6x CPU Intel(R) Xeon(R) CPU @ 2.00 GHz.

También se han utilizado librerfas de Python basicas para el desarrollo de redes neuronales
para grafos, andlisis y procesamiento de datos. Describimos a continuacion estas librerias,
asi como las versiones utilizadas:

NumPy (versién 1.25.2): es una biblioteca utilizada para operaciones con arrays y
matrices de manera eficiente.

Torch (versién 2.3.0) y Torchvision (version 0.18.0): son librerias principales para el
desarrollo de modelos de aprendizaje profundo, que proporcionan estructuras de datos
como tensores, bdsicos para el desarrollo de redes neuronales.

Scikit-Learn (version 1.2.2): Utilizada para tareas de preprocesamiento de datos, eva-
luacién de modelos y selecciéon de hiperpardmetros.

SciPy (versién 1.11.4): libreria empleada para calculos cientificos y técnicos avanzados,
como algoritmos de optimizacion.

networkx (version 2.5): paquete de Python para la creacién, manipulacion y estudio de
la estructura, dindmica y funciones de redes complejas [Net24].

Matplotlib (version 3.7.1): biblioteca que permite crear visualizaciones en Python.

Seaborn (versién 0.13.1): biblioteca de visualizaciéon de datos més avanzada basada en
Matplotlib.

UMAP (versién 0.5.6): técnica de reduccién de dimensionalidad para la visualizaciéon
de datos de alta dimensién, lo usaremos para la visualizacién de los embeddings.

El cédigo desarrollado en este proyecto se encuentra en el siguiente enlace de Github”.

Thttps://github.com/germanpadua/GCN-Pseudo-Riemannian-Manifold
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10.9. Implementacion

10.9. Implementacion

En esta seccién se detallard de dénde se ha obtenido el cédigo relevante, la fuente de los
datasets, y las diversas modificaciones y adaptaciones que se han desarrollado al cédigo para
que este funcione correctamente.

El codigo de la arquitectura principal, QGCN, proviene del articulo [XZP*22b], el cual
incluye la adaptacién para trabajar con pseudo-hiperboloides de las redes implementadas en
[CYRL19]. En [CYRL19] también se incluye el c6digo de los modelos GCN y GAT.

De los conjuntos de datos utilizados en este proyecto, solamente Cora se encontraba en el
repositorio de [XZP " 22b]. Los datos de Citeseer se obtuvieron del repositorio de [KW17], los
datasets de Disease y Airport se descargaron de [CYRL19], Photo se obtuvo del repositorio
de [SMBG18], y el dataset PPI se descargd de la pagina [WLH24].

A continuacién, se detallan las modificaciones introducidas en el c6digo para asegurar su
correcto funcionamiento:

= Se cambi6 np.int por int, ya que np.int no se utiliza en la versién actual de NumPy.

= Se implement6 la lectura de los datasets Photo y PPI. A continuacién, se muestra el
cédigo para cargar el dataset PPI:

. | def load_data_ppi(data_path, return_label=True):

2 # Cargar los datos del grafo

3 with open(os.path.join(data_path, "ppi-G.json”)) as f:
4 G_data = json.load(f)

5 G = json_graph.node_link_graph(G_data)

7 # Conversion de nodos a enteros si es necesario

8 if isinstance(list(G.nodes())[@], int):
9 conversion = lambda n: int(n)

10 else:

11 conversion = lambda n: n

13 # Cargar caracteristicas de los nodos si existen

14 feats_path = os.path.join(data_path, "ppi-feats.npy")

15 if os.path.exists(feats_path):

16 feats = np.load(feats_path)

7 else:

18 print("No features present.. Only identity features will be used.
")

19 feats = None

21 # Cargar mapa de IDs y etiquetas de clases

2 with open(os.path.join(data_path, "ppi-id_map.json”)) as f:
23 id_map = json.load(f)

24 id_map = {conversion(k): int(v) for k, v in id_map.items()}

26 with open(os.path.join(data_path, "ppi-class_map.json”)) as f:
27 class_map = json.load(f)

28 if isinstance(list(class_map.values())[0], list):
29 lab_conversion = lambda n: n

30 else:

31 lab_conversion = lambda n: int(n)
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10. Descripcion y configuracion de los experimentos

32 class_map = {conversion(k): lab_conversion(v) for k, v in class_map.
items ()}

34 # Borrar nodos que no tienen anotaciones de validacion/prueba

35 broken_count = 0

36 for node in list(G.nodes()):

37 if not 'val' in G.nodes[node] or not 'test' in G.nodes[node]:

38 G.remove_node (node)

39 broken_count += 1

40

4 # Asegurarse de que el grafo tiene anotaciones de enlaces eliminados
para entrenamiento

42 for edge in G.edges():

3 if (G.nodes[edge[0]]1['val']l or G.nodes[edge[1]]['val'] or

44 G.nodes[edge[0]]1[ 'test'] or G.nodes[edge[1]1['test']):

45 G[Ledge[0]][edge[1]1['train_removed'] = True

46 else:

47 G[edge[@]]1[edge[1]]['train_removed'] = False

;Q

49 # Normalizar caracteristicas si existen

50 if feats is not None:

51 train_ids = np.array([id_map[n] for n in G.nodes() if not G.nodes

[n]J['val'] and not G.nodes[n]['test']1])

52 train_feats = feats[train_ids]

53 scaler = StandardScaler ()

54 scaler.fit(train_feats)

55 feats = scaler.transform(feats)

57 # Convertir la matriz de adyacencia
58 adj = nx.adjacency_matrix(G)

60 # Crear la matriz de etiquetas

61 labels = np.zeros((len(G.nodes()), len(class_map[list(class_map.keys
O)Lell)))

62 for node, label in class_map.items():

63 labels[id_map[node]] = label

65 if return_label:

66 idx_train = [id_map[node] for node in G.nodes() if not G.nodes[
node]['val']l and not G.nodes[nodel['test']]

67 idx_val = [id_map[node] for node in G.nodes() if G.nodes[nodel['
val']l]

68 idx_test = [id_map[node] for node in G.nodes() if G.nodes[nodel['
test'1]

70 return sp.csr_matrix(adj), torch.Tensor(feats), torch.LongTensor (
labels), idx_train, idx_val, idx_test

71 else:

72 return sp.csr_matrix(adj), torch.Tensor(feats), G

Ademads, se cre6 una funcién mask_edges_ppi para reducir el tamafio del conjunto de
entrenamiento en el dataset PPI mientras evita incluir grafos incompletos.

= Se implement6 la lectura del dataset Amazon Photo:

: |def load_data_amazon_photo(data_path, return_label=False):
2 # Cargar datos desde el archivo .npz
3 data = np.load(os.path.join(data_path, 'amazon_electronics_photo.npz'

)
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5 # Extraer la matriz de adyacencia
6 adj_matrix = sp.csr_matrix((datal['adj_data'], datal'adj_indices'],
datal'adj_indptr']), shape=datal'adj_shape'])

8 # Extraer las caracteristicas de los nodos
9 features = sp.csr_matrix((datal['attr_data'l, datal['attr_indices'],
data['attr_indptr']), shape=datal['attr_shape'])

11 # Extraer las etiquetas
12 labels = datal'labels']

14 # Convertir las caracteristicas a formato denso
15 features = features.toarray()

17 # Normalizar las caracteristicas
18 scaler = StandardScaler ()

19 features = scaler.fit_transform(features)

21 # Convertir las caracteristicas a tensor
22 features = torch.tensor(features, dtype=torch.float)

24 # Convertir las etiquetas a tensor
25 labels = torch.tensor(labels, dtype=torch.long)

27 return sp.csr_matrix(adj_matrix), features, labels

Se mostré informacién sobre los datos del problema y del dataset antes de comenzar

el entrenamiento.

Se evito6 la divisién por cero durante el entrenamiento del modelo GAT.

+ |# Sumamos un valor cercano a cero para evitar error en la division
> | h_prime = h_prime.div(e_rowsum + 1e-10)

Listing 10.1: Modificacién de la clase SpGraphAttentionLayer.

Se modificé la clase Euclidean, que representa un espacio euclideo, para que sea con-
sistente con el c6digo de ambos optimizadores. Esta modificacion permite que la clase
acepte pardmetros adicionales space_dim y time_dim en su constructor, asegurando
la compatibilidad con diferentes configuraciones de modelo. El c6digo modificado se

muestra a continuacion:

. | class Euclidean(Manifold):

nun

3 Euclidean Manifold class.

nun

6 def __init__(self, space_dim=None, time_dim=None):
7 super (Euclidean, self).__init__()

8 self.name = 'Euclidean'
9 self.space_dim = space_dim
10 self.time_dim = time_dim

Listing 10.2: Modificacién de la clase Euclidean.
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11. Resultados y discusion

En este capitulo se presentardn todos los resultados obtenidos en la experimentacién, en-
trando en detalle en la evoluciéon durante el entrenamiento de algunos datasets. Ademas,
compararemos los embeddings aprendidos en GCN y en QGCN radam para las dos tareas
estudiadas. Finalizaremos el capitulo con las conclusiones finales de este proyecto y las
posibles lineas de investigacion para trabajos futuros.

11.1. Resultados

11.1.1. Clasificacion de nodos

En primer lugar, presentamos en la siguiente tabla los resultados de la btsqueda de hiperpa-
rametros de los modelos para todos los datasets.

Tabla 11.1.: Resultados de grid search para los datasets.

Dataset Modelo Num. Capas Weight Decay Dropout Activacién
Cora OGCN 2 0.001 0.5 ReLU
GCN 2 0.001 0.2 Tanh
GAT 2 0.001 0.5 ELU
Citeseer OGCN 2 0.001 0 ReLU
GCN 2 0.001 0.2 Tanh
GAT 2 0.001 0 ELU
Disease NC OGCN 2 0.001 0.5 Tanh
GCN 2 0.001 0.2 ELU
GAT 2 0 0 Tanh
Photo OGCN 2 0 0 Tanh
GCN 2 0 0 Tanh
GAT 3 0.001 0 Tanh
Airport OGCN 3 0 0 ELU
GCN 3 0 0 ReLU
GAT 3 0 0 ReLU
PPI OGCN 2 0 0 ReLU
GCN 3 0 0.5 ELU
GAT 3 0 0 ReLU

Una vez vistos los hiperparametros con los que hemos entrenado los modelos, destacamos
y comentamos algunas de las curvas de aprendizaje que nos han parecido interesantes.
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11.1.1.1.  Entrenamiento y validacion para Cora
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Figura 11.1.: Curvas de pérdida y F1 durante entrenamiento y validacién para Cora.

En los gréficos se observa un rendimiento muy similar sobre el conjunto de validacién con
el optimizador Adam. Aunque durante el entrenamiento, la pérdida y F1 son mejores en
el modelo GCN, lo que puede indicar que este modelo sufre de sobreaprendizaje. También
destacamos que la pérdida, tanto en entrenamiento como en validacién, para el modelo
OGCN radam es la que disminuye mads lentamente, lo que puede significar que la tasa de
aprendizaje seleccionada no es la adecuada.

11.1.1.2. Entrenamiento y validacién para Photo

Para el dataset Photo, también se observan unos resultados parecidos entre los modelos,
véase la Figura 11.2. De nuevo, QGCN radam disminuye su pérdida mads lento que los
demds, mientras que el modelo GCN es el que consigue reducir la pérdida mds radpidamente.
Sin embargo, en ambos modelos las pérdidas y F1 se igualan en las tltimas épocas.

11.1.1.3.  Entrenamiento y validacién para Airport

En este caso, véase la Figura 11.3, el rendimiento de los modelos es muy similar durante el
entrenamiento. Pero si que se observan diferencias en el conjunto de validacién, donde la
pérdida del modelo GAT empeora a partir de la época 75, lo que puede indicar sobreentrena-
miento. Los otros dos modelos con optimizador Adam tienen curvas similares, aunque sobre
la época 225 el modelo QGCN adam empeora considerablemente pero consigue volver en
unas pocas épocas a las métricas anteriores.
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Figura 11.2.: Curvas de pérdida y F1 durante entrenamiento y validaciéon para Photo.
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Figura 11.3.: Curvas de pérdida y F1 durante entrenamiento y validaciéon para Airport.

11.1.1.4. Entrenamiento y validacién para PPI

Por dltimo, en PPI los modelos mejoran muy rdpidamente pero se estancan y no consiguen
aumentar su rendimiento en las siguientes épocas. Debido al alto tiempo de entrenamiento
para el modelo GAT con estos datos, se limité el entrenamiento a 20 épocas. El modelo GCN
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Figura 11.4.: Curvas de pérdida y F1 durante entrenamiento y validacién para PPL

ha sido entrenado durante 1000 épocas, debido a que mejoraba poco a poco, el early stopping
no ha ocurrido hasta ese niimero de épocas. Ademds, este modelo ha sido el que ha obtenido
los mejores resultados de pérdida y de F1.

11.1.1.5. Resultados sobre Test

Tabla 11.2.: Resultados de test para clasificacién de nodos.

Dataset | Cora |  Citeseer | Disease NC | Photo |  Airport | PPI
Modelo ‘ Acc. F1 ‘ Acc. F1 ‘ Acc. F1 ‘ Acc. F1 ‘ Acc. F1 ‘ Acc. F1
QGCN radam 0.81 0.81 0.706  0.706 | 0.9231 0.8 0.9207 0.9207 | 0.8138 0.8138 | 0.6736 0.6736
OGCN adam 0.8060 0.8060 | 0.6780 0.6780 | 0.9038 0.7500 | 0.9199 0.9199 | 0.7782 0.7782 | 0.6736 0.6736
GCN 0.8210 0.8210 | 0.6820 0.6820 | 0.9327 0.8205 | 0.9146 0.9146 | 0.8180 0.8180 | 0.6986 0.6986
GAT 0.8050 0.8050 | 0.6950 0.6950 | 0.8077 0.0000 | 0.8850 0.8850 | 0.7929 0.7929 | 0.6743 0.6743

Sobre los resultados en el conjunto de prueba de cada dataset, vemos que en los conjuntos
mas pequefios como Cora, Citeseer y Disease NC, las métricas son muy similares, destacando
que el modelo GCN es el que mejor resultado obtiene en general. Por otro lado, para el dataset
Photo, el mejor resultado se tiene con QGCN radam, lo que indica que este modelo es el
que mejor capta las relaciones entre los distintos productos que se compran conjuntamente y
sus categorias. Las peores métricas se obtienen con el dataset PPI, de gran tamafio, con un
rendimiento més alto de GCN sobre los demads. Cabe resaltar que el modelo QGCN con el
optimizador RiemannianAdam ha superado en todos los resultados al optimizador Adam.
Por lo que concluimos que el método de optimizacién pseudo-riemanniano explicado es mas
adecuado que la optimizacién euclidea para pseudo-hiperboloides.
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11.1.2. Prediccion de enlaces

Seguimos el mismo procedimiento que para clasificacién de nodos. En la Tabla 11.3 presen-
tamos los resultados de la bisqueda de hiperparametros para todos los datasets.

Tabla 11.3.: Resultados de grid search para los datasets.

Dataset Modelo Num. Capas Weight Decay Dropout Activacién

Cora QGCN 2 0 0.5 ELU
GCN 2 0 0.2 Ninguna
GAT 2 0.001 0 ELU
Citeseer QGCN 2 0 0 Tanh
GCN 2 0 0.2 Ninguna
GAT 2 0.001 0.2 ReLU
Disease LP QGCN 3 0.001 0 ReLU
GCN 2 0 0.5 Ninguna
GAT 2 0.001 0.5 ELU
Photo QGCN 3 0.001 0 ReLU
GCN 2 0 0 Ninguna
GAT 2 0 0.5 Tanh
Airport QGCN 2 0.001 0 ReLU
GCN 2 0 0 Ninguna
GAT 2 0 0 ReLU
PPI QGCN 3 0.001 0 ELU
GCN 3 0.001 0 Ninguna
GAT 2 0.001 0.2 Tanh

Una vez vistos los hiperparametros con los que hemos entrenado los modelos, destacamos
y comentamos algunas de las curvas de aprendizaje que nos han parecido interesantes.

11.1.2.1. Entrenamiento y validacién para Cora

Las curvas de entrenamiento y validacion para el dataset Cora se encuentran en la Figura 11.5.
En el conjunto de entrenamiento QGCN adam tiene un mayor rendimiento en comparacién
con los otros modelos. Sin embargo, durante la validacién, aunque las métricas son similares,
la curva de la pérdida para el modelo QGCN adam oscila significativamente. Esto puede
indicar una falta de estabilidad en el proceso de entrenamiento, lo que podria deberse a una
variedad de factores, tales como sobreajuste, regularizaciéon insuficiente o inestabilidad del
optimizador. En cambio, en el modelo QGCN radam las oscilaciones son menores, por lo
que en este caso el optimizador RiemannianAdam es mds estable que el Adam.

11.1.2.2. Entrenamiento y validacién para Photo

Las curvas se encuentran en la Figura 11.6. A pesar de haber entrenado durante méas épocas
para GCN, las diferencias entre los modelos son claras, siendo ambos QGCN los mejores,
seguidos por GCN y por GAT. En OGCN adam se observan unas oscilaciones mayores en la
funcién de pérdida de validacién, en comparaciéon con QGCN radam.
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Figura 11.6.: Curvas de pérdida y AUC durante entrenamiento y validacién para Photo.

11.1.2.3. Entrenamiento y validacién para Airport

Para el dataset Airport, los cuatro modelos obtienen muy buenos resultados, por encima de
0.9 de AUC. Los modelos QGCN destacan por su alto rendimiento tanto en pérdida como
en AUC, aunque se observa una ligera inestabilidad en la pérdida de validacioén.
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Finalizamos comentando los resultados del dataset PPI durante el entrenamiento y valida-

cién reflejados en la Figura 11.8. Los modelos QGCN muestran una pérdida de entrenamien-
to inicial muy baja, pero en validacién se muestra un grave empeoramiento tanto con Adam
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como con RiemannianAdam. El modelo GCN mantiene una pérdida constante, aunque alta.
A pesar de entrenar un ntimero de épocas mucho maés bajo, el modelo GAT es el que obtiene
mejores resultados en todas las métricas exceptuando la pérdida en entrenamiento. En resu-
men, para este dataset, los modelos GCN y GAT podrian ser los més adecuados debido a su
mayor estabilidad y consistencia en el rendimiento.

11.1.2.5. Resultados sobre Test

Tabla 11.4.: Resultados de test para prediccién de enlaces.

Dataset ‘ Cora ‘ Citeseer ‘ Disease LP ‘ Photo ‘ Airport ‘ PPI
Modelo ‘ ROC AP ‘ ROC AP ‘ ROC AP ‘ ROC AP ‘ ROC AP ‘ ROC AP
OGCN radam 0.9331 0.9224 | 0.944 0.9388 | 0.944 0.9388 | 0.9852 0.9805 | 0.9608 0.9541 | 0.5393 0.5256
QGCN adam 0.9333 0.9279 | 0.9561 0.9474 | 0.8101 0.7426 | 0.9822 0.9776 | 0.9551 0.9480 | 0.5480 0.5333
GCN 0.9224 0.9242 | 0.9405 0.9409 | 0.6832 0.6212 | 0.9786 0.9728 | 0.9323 0.9227 | 0.5293 0.5211
GAT 0.9338 0.9280 | 0.9480 0.9376 | 0.8006 0.7249 | 0.9551 0.9458 | 0.9465 0.9383 | 0.5793 0.5413

Sobre los resultados en el conjunto de prueba de cada dataset (Tabla 11.4), vemos que para
esta tarea los modelos QGCN sobresalen sobre los otros, obteniendo las mejores medidas en
todos los datasets, exceptuando en Cora, donde la diferencia es minima con GAT; y en PP],
donde GAT es claramente el mejor modelo. Estos resultados indican que QGCN con ambos
optimizadores tiene un rendimiento excepcional en muchos casos. Pero para el dataset PPI,
que esta formado por multiples redes, GAT es el modelo mas adecuado.

11.1.3. Tiempos de entrenamiento

La siguiente tabla incluye los tiempos que han tardado los modelos en entrenar para los
distintos datasets en las dos tareas estudiadas, prediccién de enlaces (LP) y clasificacién de
nodos (NC):

Tabla 11.5.: Tiempos de entrenamiento.

Dataset ‘ Cora ‘ Citeseer ‘ Disease ‘ Photo ‘ Airport ‘ PPI ‘
Tarea | LP NC | P NC | LP NC | LP NC | LP NC | TP NC |
QGCN radam 253.09 110.08 | 187.5 8792 | 187.58 176.06 | 610.9 34752 | 387.74 387.07 | 1651.13  531.53
QGCN adam 210.85 7871 | 15559 74.40 | 58544 91.77 | 456.17 12256 | 287.70 363.75 | 2666.28  562.68
GCN 8.51 3.69 7.50 249 4.04 352 | 166.88  6.19 6.89 6.92 497.37  869.79
GAT 19.00 8.78 1889 1335 | 30.54 11571 | 30.85 29.63 | 78.67  40.64 | 1049.68 1339.43

Al analizar los tiempos de entrenamiento, destacamos los siguientes puntos clave:

s OGCN: En précticamente todos los casos, esta arquitectura tiene los tiempos de entre-
namiento mds largos. Esto se debe a la complejidad adicional de estos modelos, que
incluyen célculos y funciones adicionales.

= GCN: El modelo GCN es consistentemente el méas rdpido de entrenar en la mayoria
de los datasets. Sus tiempos de entrenamiento son significativamente menores en
comparacién con QGCN y GAT, lo que se debe a su arquitectura méas simple y menos
exigente en términos computacionales.
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= GAT: El modelo GAT tiene tiempos de entrenamiento intermedios. Aunque es mas
lento que GCN debido a la atencién adicional que debe calcular, sigue siendo més
rapido que QGCN en la mayoria de los casos.

= Comparacién entre optimizadores (Adam vs RiemannianAdam): Salvo en 3 casos,
los tiempos de entrenamiento con el optimizador RiemannianAdam han sido mayores
que con Adam. Esto sugiere que este método introduce una sobrecarga computacional
significativa en comparacién con Adam.

= Comparacién entre tareas (LP vs NC): En general, como era predecible, los tiempos de
entrenamiento para la tarea de predicciéon de enlaces son mayores que para la tarea de
clasificacién de nodos. Esto es por la diferencia en los tamafios de los datos para las
tareas, ya que para prediccion de enlaces hay que tener en cuenta los enlaces existentes,
asi como los inexistentes.

En conclusién, aunque el modelo QGCN radam suele ofrecer un rendimiento superior,
estos beneficios vienen a costa de tiempos de entrenamiento significativamente maés altos.
Por otro lado, GCN proporciona una opcién eficiente en términos de tiempo, aunque a veces
a expensas de una menor precisiéon. GAT se encuentra en un punto intermedio, ofreciendo
un balance entre precisioén y tiempo de entrenamiento.

11.1.4. Visualizaciones del espacio latente

En este apartado presentamos varias visualizaciones del espacio latente aprendido para los
modelos GCN y QGCN radam en 2 casos: para el dataset Citeseer en prediccion de enlaces
y para el dataset Disease en clasificacion de nodos. Para cada caso hacemos dos gréficos,
en el primero utilizamos la técnica de reduccion de dimensionalidad PCA para reducir la
dimensién del embedding a 3 y luego proyectar esos datos sobre la esfera, visualizando la
esfera desde dos puntos opuestos para conseguir observar todos sus puntos. El segundo
gréfico consiste en reducir el embedding a 2 dimensiones con los métodos PCA o UMAP.

Proyeccion Esférica usando PCA (vista 1) Proyeccion Esférica usando PCA (vista 2)

Figura 11.9.: Visualizacion esférica del espacio latente de QGCN radam en Citeseer. Cada
color indica una clase.

En las imédgenes observamos que, aunque la tarea no era clasificacién de nodos, el espacio
latente, especialmente en el modelo QGCN radam, muestra una notable separabilidad entre
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Proyeccidn Esférica usando PCA (vista 1) Proyeccién Esférica usando PCA (vista 2)

Figura 11.10.: Visualizacion esférica del espacio latente de GCN en Citeseer. Cada color indica
una clase.

QGCN (radam) usando UMAP GCN usando UMAP
» 5 -
k. ”’J'. - ‘ »
- '\ P 20 L

Frine L,

.

(a) QGCN radam Citeseer 2D (b) GCN Citeseer 2D

Figura 11.11.: Visualizacién 2D con UMAP del espacio latente en Citeseer. Cada color indica
una clase.

las distintas clases. Esto sugiere que QGCN radam es capaz de capturar caracteristicas estruc-
turales que facilitan la diferenciacién de las clases de nodos, incluso sin estar explicitamente
entrenado para ello. En comparacién, el modelo GCN también muestra cierta separabilidad,
pero de manera menos pronunciada.

Por otro lado, en el dataset Disease para clasificacién de nodos, destacamos que el espacio
latente aprendido por ambos modelos (figuras 11.12, 11.13 y 11.14) consigue separar ambas
clases de una manera casi perfecta, siendo la separacién observada en QGCN radam leve-
mente superior.

En resumen, las visualizaciones del espacio latente nos ofrecen otra comparativa entre

los modelos, la cual proporciona una evidencia visual de la eficacia de QGCN radam para
capturar estructuras complejas en los datos de redes.
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Proyeccidn Esférica usando PCA (vista 1) Proyeccién Esférica usando PCA (vista 2)

Figura 11.12.: Visualizacién esférica del espacio latente de QGCN radam en Disease. Cada
color indica una clase.

Proyeccion Esférica usando PCA (vista 1) Proyeccion Esférica usando PCA (vista 2)

Figura 11.13.: Visualizacion esférica del espacio latente de GCN en Disease. Cada color indica
una clase.

QGCN (radam) usando PCA GCN usando PCA

(a) QGCN radam Disease 2D (b) GCN Disease 2D

Figura 11.14.: Visualizaciéon 2D con PCA del espacio latente en Disease. Cada color indica
una clase.
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11.2. Conclusiones y trabajo futuro

Finalmente, se discuten las conclusiones obtenidas al terminar este proyecto junto con una
serie de propuestas de lineas de trabajo futuros que se podrian realizar méas adelante para
expandir esta investigacion.

Este trabajo nos ha proporcionado todos los conceptos necesarios para comprender las
redes neuronales para grafos. Se han estudiado sus fundamentos teéricos y sus distintas
aplicaciones précticas. También se han introducido las arquitecturas més usuales de este tipo
de red y se ha analizado en detalle un innovador modelo de red: la red pseudo-hiperbélica
neuronal convolucional para grafos (QGCN). Este modelo es una extension de las redes neu-
ronales convolucionales para grafos disefiado especificamente para trabajar sobre pseudo-
hiperboloides, una familia de subvariedades en R?. Se han realizado experimentos para
comparar QGCN, GCN y GAT. Asimismo, se han estudiado dos métodos distintos de opti-
mizacién para QGCN.

La parte matemadtica nos ha ofrecido todos los fundamentos para entender la teoria de
las variedades pseudo-riemannianas, con un enfoque particular en los pseudo-hiperboloides.
Se han investigado sus propiedades, curvatura y geodésicas, entre otros aspectos. Ademas,
en esta parte se han abordado las dificultades de introducir una distancia en este tipo de
variedades y se han explorado algunas soluciones posibles. Esta teorfa nos ha proporcionado
la base para comprender los dos métodos de optimizacién discutidos en el Capitulo 9.

Concluimos que QGCN es un modelo de red neuronal para grafos con un gran potencial
para trabajar con datos estructurados en grafos, capaz de capturar relaciones y jerarquias
que otros modelos estudiados no consiguen. Adicionalmente, se ha visualizado cémo estos
modelos capturan las relaciones entre los nodos de los grafos y los agrupan, incluso cuando
la tarea de entrenamiento no era especificamente la clasificaciéon de nodos.

Teniendo en cuenta los resultados que se han obtenido, generalmente positivos, se propo-
nen las siguientes lineas de trabajo futuro:

» Explorar otras tareas computacionales aplicables a las redes neuronales para grafos,
como la clasificacién de grafos, detecciéon de comunidades y generacién de grafos. Esto
permitird evaluar la efectividad de QGCN en diversos problemas.

» Realizar experimentos variando otros pardmetros disponibles en la arquitectura, tales
como la dimensién del embedding y las dimensiones espacial y temporal del pseudo-
hiperboloide, para conseguir maximizar el rendimiento del modelo.

» Adaptar el método de optimizacién pseudo-riemanniana a otros optimizadores como
Adadelta y Adamax, con el objetivo de investigar si estos optimizadores pueden ofrecer
mejoras adicionales en el rendimiento de QGCN.

» Definicién de pseudo-distancias alternativas y nuevos métodos de optimizaciéon para
los pseudo-hiperboloides
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